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Resumo

Neste trabalho, estudamos mapas multilineares com ruido aditivo, ou seja, equagoes de
diferenca estocasticas lineares, inspirados na discretizagao de equacoes diferenciais esto-
casticas lineares, ao supormos que o ruido tem valor constante por intervalos. Integrando
a equacao diferencial estocédstica em cada intervalo, obtemos uma equacao de diferencas
estocastica. Mostramos que o Teorema do Limite Central pode ser visto como apenas um
caso especial de um teorema descrevendo a distribuicao limite de um processo estocastico,
e determinamos condig¢oes sobre os mapas para que a distribuigao limite de cada uma de
suas componentes seja gaussiana ou nao. Por fim, estudamos a equacao de Langevin com
ruido constante por intervalos, e mostramos que a distribuicao limite de velocidades do
sistema nao necessariamente serd gaussiana, mas conferimos que, reduzindo os intervalos,
de modo a retornar a equacao diferencial estocastica, recuperamos a distribui¢cdo normal.
Além disso, consideramos o oscilador harmonico, amortecido ou nao, com ruido aditivo,

e suas propriedades mais interessantes.

Palavras-chaves: Processos estocasticos de tempo discreto. Sistemas lineares. Funcao

caracteristica. Soma de variaveis aleatérias. Gaussianizagao.






Abstract

We study multilinear maps with additive noise, that is, stochastic linear difference equa-
tions, inpired by the discretization of stochastic differential equations, when we suppose
the noise is constant by intervals. Integrating the stochastic differential equation on each
interval, we obtain a stochastic difference equation. We show that the Central Limit The-
orem can be seen as only a special case of a more general theorem describing the limit
distribution of a stochastic process, and determine the necessary conditions for the limit
distribution of each component of the system to be gaussian. Last but not least, we study
the Langevin equation with the random force constant by intervals, and show that the ve-
locity’s limit distribution is not necessarily gaussian but, if we reduce the time intervals to
recover the stochastic differential equation, we obtain a normal distribution. Besides that,

we consider the harmonic oscillator, damped or not, and its most interesting properties.

Key-words: Discrete time stochastic processes. Linear systems. Characteristic function.

Sum of random variables. Gaussianization
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Introducao

Dada sua utilidade para modelar fendmenos envolvendo incertezas ou ruidos, pro-
cessos estocdsticos podem ser encontrados em iniimeras areas de pesquisa, passando por
modelos de ecologia (MARTINEZ-GARCIA et al., 2020), economia (BLACK; SCHO-
LES, 1973), até climatologia (PALMER, 2019) e terremotos (SHINOZUKA; DEODATIS,
1988). Frequentemente estes processos estocasticos aparecem em duas formas mais co-
muns: a primeira delas é através de equagoes diferenciais parciais que descrevem a evo-
lugao espaco-temporal de uma distribuicao de probabilidades. O exemplo mais comum é
a equacao de Fokker-Planck. Outra possibilidade é um sistema de equacoes diferenciais
estocasticas, descrevendo a evolu¢ao temporal de um estado do sistema sobre o espaco de

fase. Neste caso, o exemplo mais conhecido é a equacao de Langevin.

Neste trabalho, vamos considerar o segundo caso, em que acompanhamos a evolu-
¢ao temporal de um estado inicial, impulsionado por uma equacgao linear com um ruido
aleatério. Porém, para lidar com equagoes diferenciais estocasticas, vamos ter alguns pro-
blemas associados as descontinuidades do ruido, como vamos ver a seguir. Consideremos

um caso simples:

dz(t)
dt

= b(t,x(1)) + o(t, (1)) - n(t), (1)

onde t é o tempo, x é a variavel de interesse, b e o sdo fungoes bem definidas, e n
é um ruido aleatério, com uma distribui¢do de probabilidades qualquer. Note que 7(t)
nao ¢ uma funcao de t, mas sim uma variavel aleatoria, com diferentes valores definidos

aleatoriamente para diferentes instantes ¢.

Como discutido por (OKSENDAL, 2003), em geral, quando consideramos uma
aplicacao, desejamos que n(t;) e n(t2) sejam independentes para t; # ta; que n(t) seja
estaciondrio, ou seja, que a distribuigao de n(t) nao varie ao longo do tempo; e que o valor
médio de n(t) seja nulo. Porém, é claro que um ruido que obedega a estas condigbes nao
pode ter uma trajetéria continua, entao como podemos incorpora-lo de maneira razoavel
a uma equacao diferencial? Uma saida é discretizar a equagao diferencial, considerando
intervalos de tempo finitos, de modo a fazermos um tratamento independente da continui-
dade do ruido, e entao tomarmos de volta o limite infinitesimal. Considerando intervalos

de tempo finitos, temos:

Tpt1 — T = Aty [b(tn, 20) + 0(tn, Tn) - M) - (2)
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Aqui, At,, = t,41 — t,, e seu valor pode variar em torno de uma média dependendo de
n. Continuando, podemos transpor para o n-ésimo x a partir do valor inicial, somando

equagoes do tipo (2) de indices 0 até n — 1:

n—1 n—1

k=0 k=0

Este seria o momento de retomar o limite Aty — 0 Vk, mas ndo sabemos sequer
se esse limite existe. E possivel mostrar que o limite de fato existe, caso consideremos
Atpne = AV, = Vi1 — Vi, sendo Vi, uma variavel aleatoria distribuida de acordo com
o processo de Wiener (movimento browniano). Mais detalhes podem ser encontrados em
(WKSENDAL, 2003). Nao entraremos nessa discussao, uma vez que seguiremos com o

estudo dessa equacao por outro caminho.

Consideremos que o ruido apresenta variacoes apenas em intervalos finitos, de
modo que 7(t) = nn+ 1] YV t, t, <t < t,11. Ou seja, o ruido assume um valor fixo

durante um intervalo de tempo fixo At e entdo muda de valor, como na Figura 1.

t

Figura 1 — Ruido constante por intervalos.

Ao longo deste trabalho, vamos considerar apenas modelos lineares (b(t,z) =
Az, o(t,z) = 1). Podemos integrar a equagio entre os momentos ¢, e t,11, escrevendo
nin+1] = B:

dx(t
dt

~—

— Axz(t) + B. (4)

Integrando, obtemos:
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T de Azpiy + B
thag —tn=At= [ ——— =A'In(Az+B)| " =47 (nH>
1 J Azt B n(Az+B)| "\ Az, + B (5)
= Az, + B = (Ax, + B) At
B

U X1 = eAAtxn 4 Z (eAAt . 1) ) (6)

Note que A deve ser diferente de zero. Definindo:

AAt
-1
et 5 A € T — 0, (7)
obtemos a equacao de diferencas:

z[n + 1] = Az[n] + on[n + 1]. (8)

Daqui pra frente, ao longo do texto vamos utilizar essa notagao de colchetes para denotar

o tempo discreto, aparecendo na frente de variaveis aleatérias.

Desejamos estudar sistemas multilineares, ou seja, com varias componentes:

dx(t)
—— = Ax(t) + (), (9)
dt
onde x é entdo um vetor /[-dimensional, assim como 7, e A é uma matriz [ x [. Como no caso
unidimensional, vamos integrar sobre um intervalo At, considerando o ruido constante,

agora vetorial, B. Inspirados no caso unidimensional, esperamos uma solugao do tipo

x(t) = eMxy + A (eAt - 1) B, (10)

onde 1 é a matriz identidade. Note que A deve ser inversivel. Caso contrario, serd necessario
discretizar o sistema de outra maneira, como veremos no Capitulo 5. Substituindo na

equagao

dx(t
dt
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verificamos que esta é, de fato, a solucao. Portanto, temos:

x[n+ 1] = "Ax[n] + A1 (A4~ 1) B. (12)

Novamente, redefinindo e*** — A e A~! (eAAt - 1) — o, concluimos:

x[n + 1] = Ax[n| + on[n + 1] (13)

Esta equacao serd o foco deste trabalho. A partir dela, desejamos avaliar a distri-
buicao de x no limite n — 0o, em termos das propriedades das matrizes A e o. Estaremos
lidando apenas com sistemas lineares dada a sua simplicidade. Mesmo assim, os resultados
aqui apresentados podem ser interessantes também para sistemas mais complexos, uma
vez que em muitos casos, eles sao equivalentes as suas versoes linearizadas ao redor do
ponto de equilibrio, de acordo com o Teorema de Hartman-Grobman (HARTMAN, 1963).

Podemos tratar o problema como uma soma de variaveis aleatorias, uma vez que
cada novo passo z[n + 1] do mapa (13) depende de uma nova varidvel aleatéria nn + 1],

desconsiderando o termo relacionado a condigao inicial z[0].

Desejamos analisar o sistema através da fungao caracteristica de Paul Lévy (LEVY,
1924) — que simplifica imensamente a tarefa de avaliar somas de variaveis aleatérias — com
o objetivo de determinar as condi¢oes necessarias para a gaussianizagao da distribuicao

limite do mapa

Com a evolugao do sistema (13), é de se esperar que precisaremos calcular poténcias
da matriz A. Para simplificar a operacao, podemos realizar uma mudanca de base no
sistema, passando para uma base que diagonalize A, ou passe para sua forma de Jordan,
caso A nao seja diagonalizavel. Como sera visto no Capitulo 3, a mudanca de base do
sistema nos obriga a eventualmente analisar um o problema da soma de variaveis aleatérias

correlacionadas entre si.

Todas as técnicas matematicas necessarias a realizagao do trabalho serao detalha-
das no Capitulo 1. Caso o leitor ja esteja familiarizado com as técnicas basicas apresenta-
das, ele pode seguir diretamente para o Capitulo 2, no qual estudamos o caso unidimen-
sional, cuja analise é razoavelmente simples, e mostramos como a distribuicao limite de
um sistema pode nao seguir o TLC. Trata-se de uma importante motivacao para o traba-
lho, uma vez que explicita a existéncia de sistemas que nao convergem para distribui¢oes

gaussianas, além de apresentarem difusdo nao normal.

No Capitulo 3 apresentamos o sistema vetorial a ser estudado e apresentamos a
forma geral da func¢ao caracteristica da distribuicao do sistema. Como sera visto, h4 mais

de uma maneira de analisar o problema, cada uma com suas vantagens e desvantagens.
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No Capitulo 4, avaliamos um caso particular no qual as componentes do ruido nao
apresentam correlagoes entre si e mostramos que, neste caso, a gaussianizagao do sistema

¢ determinada pelo maior modulo entre os autovalores da matriz A.

Por fim, no Capitulo 5 estudamos a equacao de Langevin discretizada, e mostramos
que a distribuicao de velocidades pode nao ser gaussiana. Além disso, este é um bom
exemplo de como um sistema, por mais simples que seja, pode apresentar uma matriz
nao inversivel, ndao se adequando a expressao (12) para sua discretizacdo, e exigindo que
facamos uma analise mais cuidadosa. De qualquer modo, apds a discretizagao, utilizamos

as ferramentas elaboradas ao longo do trabalho para avaliar o comportamento do sistema.
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1 Métodos Matematicos

1.1 Variaveis Aleatérias

Uma variavel aleatéria pode ser entendida como uma variavel cujo valor é re-
sultado de um processo aleatério, que obedece uma determinada funcao distribuicao de

probabilidades f(z), ou f(x,t) caso func¢do distribui¢ao varie ao longo do tempo.

Vamos apresentar uma defini¢do um pouco mais formal e itil (TOME; OLIVEIRA,
2015). Podemos definir uma variavel aleatoria  como uma variavel que pode assumir dife-

rentes valores associados a pontos de um espaco €2, que podemos chamar espaco amostral.

Se 2 é um conjunto discreto como, por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais,
podemos associar a cada ponto x; de €2, que x pode assumir, um niimero p;, com a seguinte

restri¢ao:

> om=1 (1.1)

Neste caso, p; ¢ a probabilidade de o processo aleatério associado a variavel aleatoria em

questao resulte em z;.

Porém, se {2 é um conjunto continuo, devemos trocar o somatoério por uma inte-
gral, e é conveniente definir uma funcao p(z), que chamamos densidade de probabilidade
(nome cujo significado ficard claro em breve), de modo que, no caso de uma varidvel

unidimensional, a probabilidade de se obter um valor para z no intervalo [a, b] é dada por:

Pla<az<b)= /p(x)dx. (1.2)

/ p(z)dz = 1. (1.3)

No caso continuo, nao é bem definida a probabilidade de x para um ponto de 2,
mas podemos dizer, baseados na Equagao (1.2), que a probabilidade de que a varidvel x

esteja num intervalo entre xy e zo + dx é p(zo)dz.
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Com estas defini¢des, obtemos féormulas simples para calcular os momentos esta-
tisticos de uma variavel aleatéria. Se queremos calcular o valor médio de uma funcao da
nossa variavel aleatoria, devemos calcular essa funcao para cada valor possivel da varia-
vel, e entao tomar uma média ponderada destes resultados, onde o peso é exatamente a

probabilidade de cada possivel valor de x em (2. Ou seja, no caso discreto temos:

(f@)= > fl)p (1.4)

{IZ’ S Q}

e no caso continuo:

@)= [ J@plw)da. (L5)

Os momentos estatisticos p; sao definidos como os valores médios de poténcias da
variavel aleatoria, e fornecem informagoes sobre o formato da distribuicao de probabili-

dades da varidvel em questao. De acordo com as Equagoes (1.4) e (1.5), temos:

Z T3 pis se () é discreto;
{aci (S Q}
o

fn = (z") = (1.6)

/ 2"p(x)dx, se  é continuo.

—Oo0

Neste trabalho, lidaremos apenas com distribui¢oes continuas, e consideraremos
ruidos independentes entre si, ou seja, nao correlacionados. Matematicamente, isto signi-

fica dizer que a covariancia de dois ruidos quaisquer sera nula:

Cov (i, n5) = (i — () (nj — (n3))) = mdij, (1.7)

sendo m; = ((n; — (m>)2>1/2 o desvio padrao de ;.

1.1.1 A Funcdo Caracteristica de uma Variavel Aleatéria e sua Forma Cané-

nica para Variancia Finita

Definimos a funcao caracteristica de uma variavel aleatoria x como:

Val(z) = (), (L.8)
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sendo I a unidade imagindria, I? = —1. Esta definicdo é muito 1til por permitir o célculo
dos momentos estatisticos da variavel aleatoria de modo muito simples. Note que a n-ésima

derivada da funcao caracteristica é dada por:

i;%(z) = ((Tx)me’™). (1.9)
Tomando z = 0:
dn n
Ttal2) - (Iz)™) (1.10)
i = () = (1P () (1.11)

Ou seja, obtemos os momentos estatisticos simplesmente derivando a fungao caracteristica,
o que significa que podemos escrever a fungao caracteristica como uma série de poténcias

dos momentos estatisticos:

w‘t

Z = o (I2)F (1.12)
k=0 k=0

Como veremos na se¢ao 1.3, o uso da func¢ao caracteristica ainda apresenta outras
vantagens que serao muito tteis ao longo deste trabalho. Note que, pela definigao (1.11), o
momento estatistico de ordem zero, pg, deve ser exatamente a normalizacao da densidade

de probabilidade, ou seja, pg = 1.

Caso a variavel aleatéria em questao possua variancia finita, a fungao caracteristica
pode ser escrita numa forma particularmente conveniente, que chamamos forma canonica

da funcao caracteristica, e serda apresentada a seguir.

Pela definicdo da funcdo caracteristica, se escrevemos a exponencial em série de

Taylor, temos:

V,(2) = <1+Ixz— (z2)*+ o0 22)>
1+

=14+1(x)z— - <£II2>Z2 + <0(22)> (1.13)
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Tomando o logaritmo, temos:

In (¢,(2)) =1In (1 + 1 {x)z— ;ng + <0(z2>>) : (1.14)

sendo m = (z?), mas, lembrando da expansao em série da fungao logaritmo, temos:

In (¢,(2)) =1 {x)z— ;mz2 + <0(22)>

:I(:L’>z—222m l1_2<0("‘2>>]. (1.15)

mz?

Aplicando a exponencial:

(o))

mz?

. (2) = exp {I (x)z — ;mz2 1+ ww(z)]} , we(z)=—2 (1.16)

Note que, pela defini¢ao de w,(2), lirré = w,(0) = 0. A forma da fungao caracteristica em
2

termos da fungdo w é chamada forma canonica de Lévy da fungao caracteristica (LEVY,

1924), que se apresentard ainda mais interessante quando considerarmos vetores aleatérios,

por envolver a matriz de covariancia das componentes do vetor, como veremos na préxima

sec¢ao.

Podemos definir, em termos da variavel aleatoria original, a chamada variavel

centralizada, 2(® = 2 — (z), de modo que (z(9)) = 0 e, portanto,

2

Va0 (2) = exp {—zm(c) [1+ wx<c>(2)]} , m = <1’2> — (), (1.17)

Podemos, ainda, apos centralizar a variavel aleatéria, normaliza-la pelo seu desvio
padrao, de modo que sua variancia se torne unitaria. Fazemos isso definindo a chamada

variavel reduzida:

© _
T A e (1.18)

Vm ) — ()’

Agora, calculando a funcao caracteristica da variavel aleatoria reduzida, temos:

ZZ

Yy (2) = exp { 5 1+ wxm(z)]} : (1.19)
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Esta é uma forma muito simples para a func¢ao caracteristica, e que vira a facilitar as
analises a serem feitas ao longo deste trabalho, especialmente por evidenciar a distribuicao
normal como seu caso especial, quando w,(z) = 0 V z. Isto serd fundamental para

determinar a gaussianizacao da distribuicao limite de um processo estocastico discreto.

Note que podemos escrever a fungao w em termos da funcao caracteristica . Aqui,

podemos escrever w(z) = wg(2) + [wr(2) e ¥(z) = Yr(z) + [YPr(z). Deste modo, temos:

22

Yr(2) + IYr(2) = exp l 5 (1 4+ wgr(2) 4+ Twi(2))] . (1.20)

Tomando o mdédulo de ambos os lados:

2

] = oxp | =5 (L wnle))| = 14 =~ S nfu(e)
cLwr(z) = —2In WZ(ZZ)' — 22. (1.21)

Note que 2% e In|i)(z)| sdo pares e, portanto wg(z) é par. Agora, se tomamos a

Equagao (1.20), e dividimos os dois lados por seus médulos, obtemos:

22

= exp l—]zwl(z)] : (1.22)

Yr(2) + IYi(2)
| (2)]

onde 2%w;(z)/2 é o argumento da expressao do lado esquerdo. A solucio é:

wi(z) = —222 arctan2 (WZ) W(z)) . (1.23)

()1 ¥ (2)]

A func¢do arctan2(y, z) computa o valor principal do argumento do nimero com-
plexo x + Iy, ou seja, arctan2(y,z) = Arg(x + Iy), no intervalo (—m,x]. Sua defini¢ao

é:

arctan(y/x), sex >0,

arctan(y/z) +m, sex <0ey >0,

arctan(y/z) —m, sex <0ey <0,

arctan2(y,z) = /) Y (1.24)
/2, sex=0ey >0,

—m/2 sex=0ey <0,

nao definido, sex=0ey=0.
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1.2 Vetores Aleatérios

Tendo conhecimento do que é uma variavel aleatéria, podemos definir um vetor
aleatério n-dimensional x = (z1,xs,...,2,), onde cada uma de suas componentes se
comporta como uma variavel aleatoria, nao necessariamente com as mesmas distribuicoes
de probabilidades. Para um vetor aleatério, podemos definir sua fungao distribuicao de
probabilidades conjunta, que descreve todas as componentes do vetor, de modo que, para

preservar sua normalizacao:

/dxpx = /dxl / dz, . . /dxnpx X1, Ty .., Tpy) = L. (1.25)

Da mesma maneira, calculamos as probabilidades:

b bn,
Pla; <z <bVie{l,2,. .. n}) :/dxl/dxz.../dxnpx(x). (1.26)

Podemos escrever relagoes entre as probabilidades de diferentes componentes, atra-
vés das chamadas probabilidades condicionais. P(A|B) denota a probabilidade de um
evento A dada a ocorréncia de um evento B. Note que, entao, a probabilidade de aconte-
cerem A e B deve ser P(A, B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). A partir disto, podemos
calcular a funcao distribuicao de probabilidade de uma componente qualquer z; do vetor

x, através do calculo de suas probabilidades. Note:

/dxjp] ;) /dxl /dxj 1/dxj / dejiq .. /dxnpx (1.27)

pj(l'j>: /dxl/dx],l/dxﬁl/dxnpx(xl,,xj,,xn) (128)

Ou seja, a funcao distribuicdo de probabilidade de uma variavel especifica dentro de um
conjunto, chamada distribuicao marginal, deve ser dada pela integracao da funcao distri-
buicao de probabilidades conjunta, com relacao as outras variaveis que nao aquela cuja
distribuicao é desejada. Este resultado decorre do fato apresentado na primeira linha:
quando falamos da probabilidade de apenas uma variavel dentre varias, considerar a pro-
babilidade apenas da varidvel em questao, ignorando as outras, ¢ o mesmo que dizer que

as outras variaveis podem assumir qualquer um de seus possiveis valores.
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Podemos calcular momentos estatisticos também para vetores aleatérios, é claro,

pela definicao dos valores médios de poténcias das componentes do vetor:

<x;”> :_/ dx z" py(x). (1.29)

Podemos calcular também momentos estatisticos mistos

<$;”m§>: /dx:ﬂ”xépx(x), (1.30)

que sdao importantes para avaliar possiveis relacoes entre diferentes componentes do vetor

aleatério. O caso mais utilizado é a covariancia, dada por:

cov (@, 5) = (21 — (@3)) (x5 — (25))) = {zij) — (i) (7)) - (1.31)

Se i = j, temos a variancia, o segundo momento estatistico em torno da média.

1.2.1 A Forma Canoénica da Funcao Caracteristica de um Vetor Aleatério com

Componentes de Variancia Finita

Consideremos um vetor aleatério x = (1, xa, ..., ;). Sua fungdo caracteristica é

dada por:

Ulz) = {exp (Ix - 7)) = <eXp (IZ:C>> . (132)

=1

Vamos realizar o mesmo procedimento feito para o caso unidimensional. Escre-

vendo a série de Taylor da exponencial:

Ux(z) = <1+IX'Z_;(X'Z)2+0<zQ)>
1.n

=1+1(x) -z— §Z<xixj>zizj+<o<22)>. (1.33)
Z?]
Aqui, (x) = ({(x1),(x2),...,{x,)), ou seja, continua sendo um vetor, com suas compo-

nentes sendo as médias de cada componente do vetor aleatério original. Note:
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> Awimj) zizj = Zzz x;x;) 2j = zMz, M;; = (x;2;) , (1.34)
J

ou seja, M é a matriz dos momentos estatisticos de segunda ordem do vetor aleatorio x.

Continuando, tomamos o logaritmo:

In(ie(a)) = In (141 () -2 = Sama +(o(+*))). (1.35)

Expandindo em série de poténcias novamente:

In(yx(z)) =1 (x) -z — ;zmz + <0(22>>

— ()7 ;zmz 1+ wy(2)], wxlz)= —2<0Z(;Z)>. (1.36)

Novamente definimos a funcao w, desta vez associada a um vetor. Dada sua definicao,
espera-se novamente que wy(z) — wx(0) = 0, para z — 0. Portanto, a fungao caracteris-

tica de x é dada por:

Yx(z) = exp {I (x) -z — ;zmz 1+ wx(z)]} . (1.37)

Para o vetor centralizado x() = x — (x), temos:

o () = exp { =Sz 1+ o ()]}, M = (i) — (i) ) (1.38)

Note que m® é a matriz de covaridncia do vetor x. Definindo em seguida o vetor centra-
lizado e normalizado x("), ou seja, com suas componentes normalizadas, de modo que a

variancia de cada uma seja unitaria, temos:

(c) A
L0 m—(w) (1.39)

Ll e — (@)

Com isto, a fungao caracteristica é dada por

bt (2) = exp {—;zm“’)z 1+ wxm(z)]} , (1.40)
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sendo M) a matriz de correlacdo de x:

m{") = corr (i) — (@) (%) (1.41)

i (i, 25) =
(2 = @) ((a3) = (23)?)

1.2.2 O Vetor Principal de um Vetor Aleatério

Por definicdo, a matriz m — assim como m® e m(" — ¢ simétrica. O que significa
que ela pode ser diagonalizada e todos os seus autovalores sao reais. A transformagao para
a forma diagonal é dada por uma matriz ortogonal T, o que significa TT = TT = 1, ou
seja, T~ = T, sendo T a matriz transposta de T. Chamamos, entdo, de vetor principal, o

vetor aleatério apds sofrer a transformacao que diagonaliza sua matriz de covariancia.

Consideremos um vetor centralizado x(© com matriz de covaridncia m®, tal que
TmT = D) = diag (m%c), m§C>, e ,mﬁ?). Como a matriz de covaridncia deve ser positivo

definida, todos os seus autovalores sao positivos. Definindo o vetor principal:

xP) = Tx©), (1.42)

sua funcao caracteristica deve ser dada por:

Uy (2) = exp {Ix(p) . z} = exp {I (TX(C)> . z} = exp {[X(C) . (Tz)} (1.43)

" Yk (2) = Py (TZ) : (1.44)
Lembrando da funcgdo caracteristica de x(© (1.38), podemos escrever para o vetor princi-

pal:

Uy (2) = exp {—; (Tz) m(© (Tz) {1 + Wy () (Tz)}}

exp {—;sz(C)Tz {1 + Wy(e) (Tz)} }

1 _
= exp {—QZDm(C)Z [1+ Wy (z)]} , Wit (Z) = Wyio) (Tz) . (1.45)

Podemos passar agora ao vetor principal centralizado e normalizado, x| utili-

zando as raizes dos autovalores de m® como normalizacoes:
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o) = (1.46)

Com isto, lembrando que podemos reescrever:

n

zDpwz = ) (Do) );j 2z = > mgc)éi,jzizj = ngc)zf, (1.47)
i=1

ij=1 ij=1

calculamos a fungao caracteristica:

(1.48)

W (2) = Wy ({Z@ — 12n}) (1.49)
o

Concluimos que a matriz de covariancia do vetor principal x(") é a matriz identi-

dade.

N
N
=
+
&
%
z
—~
N
=
—
®
D
=
o,
o

1.2.3 Vetor Principal de Componentes Independentes

Agora, vamos verificar o caso especial em que o vetor principal possui componentes
independes entre si. Aqui, vamos observar que podemos separar a funcao w de cada
componente. Escrevendo a fun¢do caracteristica, a independéncia das componentes nos

permite escrever o produtério das fungoes caracteristicas de cada componente:

Uy (2) = <61x(p)'z> = <exp {Izn:lxz(»p)zi}> = ﬁ <exp (Iwgp)zi>>

=1

= Tv (2. (1.50)

O mesmo vale para o vetor principal normalizado, é claro:
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n 1
Yy (2 H N o (z) H exp {—27:2»2 14 w; (zz)]} , Wi =W o). (1.51)

=1

Deste modo,

Uy (2) —exp{ ;zn:zf 1+ w;(z ]}
=1
Z-Z 1 &
:exp{—Q[l—i—wx(r)( )]} e (2) = —— 3 (). (1.52)
=1

Como esperado, caso as componentes do vetor principal sejam independentes, conseguimos
escrever a funcao w como a soma das fun¢oes de cada uma das componentes. Vale notar

que, se as componentes forem identicamente distribuidas, temos w; = w V i.

1.3 A Funcao Caracteristica de Paul Lévy Para Somas de Variaveis

Aleatorias

Consideremos a soma X,, de variaveis aleatorias z;:

Xn =) i (1.53)
=1

onde cada varidvel aleatéria x; tem sua distribui¢do de probabilidades dada por f;(z;).
Esta exposigao sobre a funcao caracteristica a seguir é inspirada em (FIGUEIREDO et
al., 2006), que serviu de base para o estudo do método, mas vai além do que é apresentado

aqui.

Podemos calcular os momentos estatisticos iniciais para as variaveis aleatérias x;,

assim como para sua soma Xni

mt = (o) s M2 = (X3) - A2

7 ([

(1.54)

Vamos avaliar o caso em que as variaveis aleatérias x; sao independentes entre si,

de modo que sua covariancia seja nula:

<l‘i$j> = CLiCLj,\V/’i 7& j (155)
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Desta maneira, temos uma forma simples para a variancia da soma X,,:

M?=—A2 ¢ <li§xr> = —A2 +i:<x2> +23 ()

1<j

= —A2+ Y (m+a?) +23 aia (1.56)
=1

i<j

Note que

A2 = (X,) = (i: ai) = zn:a? + 2 aa;. (1.57)

i<j

CME=DY"m] (1.58)

=" (1.59)

X =—n_m_ + — Z(mixy) + a;). (1.60)

Porém, note que:

Av=(X) = (@) = Y. (1.61)
e, portanto:

n

X0 =3 g (1.62)
i=1 Mn

(r)

As fungbes caracteristicas das variaveis reduzidas z; ' estdo diretamente associadas

aquelas de suas variaveis normais, e uma pode ser escrita em termos da outra:

%(T)(Z) = <exp []Z% - ai:|> — <Tzz> exp {—]zai‘] ; (1.63)
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wi(z) = 0" (myz) exp [Tza;) . (1.64)

Podemos, agora, calcular a fungdo caracteristica da varidvel reduzida X,ST):

z & . " mal”
T (2) = <exp []M Zmlatg )]> = <H exp [Iz]wn] > :

n =1 i=1

Considerando que as variaveis xl(r) sao independentes entre si, e portanto <(a:§r))n (xgr))m> =

i j i n+m/ i 2, sendo p; , 0 n-ésimo momento estatistico de x;, temos:

n | oo ™\’ n (r)
1 m; T, M T

\Ilgf)(z):<|| g — | [z—— >:||<exp I—2 >
o1 |35 ! My, n

LT (2) = ﬁ i (mz) , (1.65)

ou seja, podemos escrever a funcao caracteristica de XT(Z’"), U()(z), em termos das funcoes
caracteristicas das variaveis xlm, @DZ-(T) (z). Baseado nisto, apresentamos a seguir um teorema
sobre a distribuicao limite de uma soma de variaveis aleatérias, teorema do qual o Teorema

do Limite Central é apenas um caso especial.

1.3.1 Generalizando o Teorema do Limite Central de Paul Lévy

Apresentamos, a seguir, um teorema mais geral sobre distribuicoes estaveis para

somas de variaveis aleatorias, que tem o TLC como um caso especial.

Teorema 1.1. Considere um conjunto de varidveis aleatorias x;, © € 1,2,...,n, sendo

m; o desvio padrdo de x; e M,, o desvio padrdo da soma X, = x1+ x5+ -+ + x,. Se:

1. 3 T}gr{}o(ml/Mn) Vi,
2. 3L, lwi(2)| <L, Vi, V2, —2<2 <z

3. wi(2) € continua em z = 0;

entao:

2

3 lim U (z) = U0 (2) = exp l—ZQ(l + Q(z))} , Qz) = ‘OO lmf w; (mz z)] ,

n—oo

onde W) (2) é a fungio caracteristica da varidvel reduzida da soma X{7).
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Note que, de acordo com o Teorema 1.1, a fungao carateristica (e, portanto, a
funcao distribui¢do de probabilidades) da soma de varidveis s6 serd gaussiana caso as
razoes (m;/M,)*> — 0 quando n — oo — ou no caso em que w;(z) = 0V z, o que acontece
apenas se todas as variaveis somadas tém distribui¢oes gaussianas. Caso as variaveis nao
sejam gaussianas, é claro que a funcdo caracteristica dependera das fungoes w;(z) e nao
sera gaussiana. No Capitulo 2, veremos um exemplo muito simples para o qual a funcao

caracteristica nao converge para uma gaussiana.

A demonstracao do Teorema 1.1 pode ser encontrada no Apéndice A. Detalha-
mos, a seguir, o cdlculo a fung¢ao €2(z) em termos das fungoes w;(2), associadas as fungoes

caracteristicas de cada varidvel aleatoria da soma.

Lembrando da Equagoes (1.65) e (1.18), podemos escrever:

onde €, (z) é

Q) =Y lméwi (an)] . (1.67)

=1

Considerando a hipétese 1 do Teorema 1.1, podemos tomar o limite n — oo de Q,(z):

o N2y v e
Qz) = lim Q. (2) = gl Awi(Niz); A= 1im — (1.68)
Note que se
Vi, lim \; =0, (1.69)
n—oo

entdo a funcdo caracteristica (") (z) converge para uma gaussiana e, como a transformada
de Fourier de uma gaussiana também é gaussiana, a funcio distribuicio F (X)) deve
convergir para a distribuigdo normal, e assim temos o Teorema do Limite Central como
um caso especial do Teorema 1.1. A expressao (1.69) ¢é a hipdtese da infinitesimalidade
(das razoes m;/M,), e a forma da fungdo caracteristica expressa nas Equagoes (1.66) e

(1.67) explicita muito bem a rela¢ao de necessidade da hipdtese de infinitesimalidade para
validez do TLC.
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1.4 Expansao em Série de Poténcias da Funcao Caracteristica

Sabemos que podemos escrever a fun¢do caracteristica de uma variavel aleatoria
em termos de uma série de poténcias associada aos momentos estatisticos da variavel
aleatdria em questao (1.12). Da mesma maneira, a fungdo caracteristica de uma soma de

n varidveis aleatérias é dada em termo de seus momentos estatisticos (aqui dados por

Un,j):

U, (2) = i U;)J V. (1.70)

Lembrando que a funcao caracteristica da soma é dada pelo produtério das fungoes ca-

racteristicas das variaveis, temos:

I1z) no S (1)
o, g5

i=1 | j=1 J!

oo
Z il s (1.71)
j=0

onde p;; € o j-ésimo momento estatistico da i-ésima varidvel aleatéria. Esta relacao é
conveniente para o calculo de momentos estatisticos de baixa ordem da soma de variaveis.
Se estamos considerando variaveis centralizadas, u;1 = 0 (o que pode ser feito por uma

simples transformacao =} = x; — ;1 — X, = X, — 11 — fo1 — -+ — fn,1), Obtemos:

n n
Un2 = ZM,Q; Un3 = Z 13-
i=1 =1

Nos casos dos momentos de ordem mais alta, aparecerem termos mistos, envolvendo pro-
dutos de momentos estatisticos de varidveis diferentes, dadas as diferentes combinagoes
na Equagao (1.71) que podem gerar uma determinada poténcia de z. Por exemplo, para

24, temos:

n 4! n—1 n
Una = > i+ 211 D> iz e (1.72)
i=1 4 =1 j=i+1

Temos uma simplificagdo da expansao em séries da funcao caracteristica da soma de varié-
veis aleatorias quando consideramos que todas as variaveis possuem a mesma distribuicao,

quando reduzidas, como serd visto a seguir.

1.4.1 Variaveis Reduzidas Identicamente Distribuidas

Sabemos que, para qualquer variavel aleatéria, podemos definir sua variavel redu-

zida (1.59), que possui, obrigatoriamente, média nula e desvio padrao unitério. No caso
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(r)

em que todas as variaveis reduzidas x; ° possuem a mesma densidade de probabilidade,

dizemos que temos variaveis reduzidas identicamente distribuidas.

Note que a identidade entre as distribui¢oes das variaveis reduzidas implica na
identidade de suas fungoes caracteristicas e, portanto, w;(z) = w(z) Vi. Serd mostrado
a seguir como a consideracao de um processo com variaveis reduzidas identicamente dis-
tribuidas leva a uma simplificacao consideravel do problema, facilitando o cédlculo das
fungdes w(z) e Q(z). As fungbes caracteristicas de todas as varidveis reduzidas x; serdo

dadas por:

2

WM (2) = v (2) = exp [—2(1 + w(z))} Vi, (1.73)

Vamos considerar o caso em que todas as variaveis x; sao centralizadas, ou seja,
pi1 = a; = 0 Vi. Utilizando as Equagoes (1.63) e (1.12), se definimos v; j = u; j/m], sendo

_ /3 _ .
Wi = <mz> e m; = [4;2, temos:

Vin, (174)

porém se as fungoes caracteristicas sao iguais para todas as variaveis reduzidas, podemos
dizer que v;, = v, Vi. Podemos escrever a fungdo w(z) também por uma séries de

poténcias. Sabendo que sua parte real é par e sua parte imaginéria, impar, temos:

o0 [ n
w(z) = (,UR(Z) + le(z) = Z Kn( ;') . (175)
n=1 :
Note que o termo (n = 0) ndo aparece, pois sabemos que w(0) = 0. Deste modo:
Ky = (-1 (2) (1.76)
= (=I)"—w(z .
dzm

2=0

Utilizando as Equagoes (1.74) e (1.75), é facil determinar K, em termos de v,,. O
processo ¢ extremamente simples, porém igualmente desinteressante, uma vez que consiste
apenas em derivar a fungao caracteristica na formas (1.73) (substituindo w(z) pela forma

(1.75)) e (1.74), comparando os coeficientes de cada poténcia dos resultados.

Foi desenvolvido, em Python — utilizando a biblioteca sympy, que permite a pro-
gramacgao de matematica simbolica —, um script para o calculo dos coeficientes K; em

termos dos momentos estatisticos v;, disponibilizado num repositério online.!

1O programa est4 disponivel no GitHub: <https://github.com/joaopedro-vim/PID__omega_ coeffs>.
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Da mesma maneira que foi feito para w(z), podemos escrever a expansao em série
de poténcias para a func¢ao €2(z). Esta também deve ter parte real par, e parte imaginaria

impar:

o0 I n
O(2) = Q(2) + I (z) = 3 L ;',) . (1.77)
n=1 :
Substituindo as Equagdes (1.75) e (1.77) em (1.68), temos:
OUARCULS SPCYD SF N CLI2il IR SRCE i PR P s )
n=1 n! =1 Lln=1 n! =0 i=1
c Ly =K, SO N = (1.78)
i=1 M,

Portanto, no caso de variaveis centralizadas, cujas variaveis reduzidas sao identicamente
distribuidas, obtemos uma forma fechada para a funcao caracteristica da soma das va-
riaveis aleatorias. Porém, isto nao quer dizer que seu calculo seja simples, uma vez que
o calculo de K, por si s6 pode se tornar bastante intenso, mesmo para um computa-
dor, e pode ser necessaria uma grande quantidade de termos da expansao de {2 para a

determinacao da funcao caracteristica com precisao.

1.5 Poténcias de Matrizes

Dado o problema (13), é ébvio que precisamos calcular poténcias da matriz A.
E muito simples calcular poténcias de matrizes diagonalizdveis, uma vez que estas sao
similares a matrizes diagonais. Dizer que duas matrizes A e B sao similares é dizer que

existe uma matriz P invertivel (ou seja, existe matriz P~!, PP~! = P7'P = 1) tal que:

A = P7!'BP, equivalente a PA = BP; B=PAP': AP~! = P~!B. (1.79)
Em nosso caso, que desejamos diagonalizar uma matriz M de formato n x n. Assim

¢é possivel mostrar que a solugao é:
M = PDP !, (1.80)

onde D = diag(A1, A2, ..., An), sendo A; 0 i-ésimo autovalor da matriz M, e a matriz P tem

como sua i-ésima coluna o autovetor associado ao autovalor A;.
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A diagonalizagdo de uma matriz é muito util para o calculo de suas poténcias,
pois dada a algebra de multiplicacao de matrizes, nao é ébvio qual deve ser a n-ésima
poténcia de uma matriz genérica, mas para uma matriz diagonal, a operagao se torna
muito simples, e se D = diag(A1, A2, ..., \,), entdo D™ = diag(A*, AY", ..., A7), para um

m natural. Sabendo disso, calculamos a n-ésima poténcia de M:

=1
M"=PDP 'PDP 'P...DP"'PDP ' = PD"P . (1.81)

(n — 1) vezes

No caso em que a matriz M nao é diagonalizavel, podemos ainda simplificar qual-
quer matriz substancialmente, facilitando o calculo de suas poténcias, como sera apresen-

tado a seguir.

1.5.1 A Forma Canbnica de Jordan Para Matrizes Nao Diagonalizaveis

De acordo com (BRONSON, 1991), é possivel demonstrar que qualquer matriz é

similar a uma forma quase diagonal, esta forma dada por:

Ji
Jo O
J= " , (1.82)
O \Jnfl
- Jn_
sendo cada J;, na verdade, também uma matriz:
‘A 1 0 - 0]
0 N 1 :
=10 0 . .0, (1.83)
Ao 1
| 0 0 0 A
N, termos

onde ); ¢ autovalor de J com multiplicidade ;. Portanto, se J é uma matriz L x L, entao
Ny + No+---+ N, = L. A forma (1.82), é dado o nome de forma de Jordan, e suas
submatrizes J; sdo denominadas blocos de Jordan. E interessante notar que o formato

(1.82) implica numa simplificagdo de suas poténcias:
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Jm = , (1.84)

Mas nos resta calcular a forma geral de uma poténcia de um bloco de Jordan
(1.83). Aqui surge uma leve complicagao, cuja solu¢ao vamos apresentar a seguir. Note

que podemos separar um bloco de Jordan L x L em duas matrizes:

A 0 A0 0 0 1 0
0o X . 0o X . o 0 . :

J- — + =M+ Ny, (1.85)
S | N FERETE Y N EE U

onde 1; é a matriz identidade L x L e Ny, e é o que podemos chamar de matriz superdiago-
nal, também L x L. E importante notar que N, é uma matriz nilpotente, fato responsével
por permitir que obtenhamos uma formula geral para a poténcia de um bloco de Jordan.

Note que:

NY =6,,.4,i€{1,2,...,L —1}. (1.86)
. 2z‘,j_L ik kJ_L(;. 5 — 5.
(N7 = ZNL N7~ = Z i,k—10k1—1 = 0512, (1.87)
k=1 k=1

ou seja, se Nz ¢ nula, com 1% faixa acima da diagonal preenchida por 1’s, entdo N% tem

a 2% faixa acima da diagonal preenchida por 1’s. De modo geral, entdo, obtemos:

(N2)™ = 6ijn, (1.88)

com a n-ésima faixa acima da diagonal preenchida por 1’s. Portanto, N} =0V n > L.

Outro fato importante para que o calculo de poténcias de blocos de Jordan tenham
formula fechada é que a matriz identidade 1 comuta com qualquer outra matriz, de modo
que as poténcias (A1, +Ng)™ pode ser calculada através do Teorema Binomial, de acordo

com o qual, temos:



42 Capitulo 1. Métodos Matemdticos

n w
ML +N) =Y (Z) ARNE = 3 (Z) AENE W = min{L — 1,n}  (1.89)

k=0 k=0

Lembrando que NY = 1, temos, de modo geral:

[An (71‘) An-t (g) A2 . (Lil) AL+
0 A" (?) D\t S (LCLQ) A\n—L+2
. 0 0 A" o :
I 3 . (1.90)
RO
L0 0 0 0 SU .

Agora, basta fazer isso para cada bloco de Jordan da matriz desejada, e a poténcia
de uma matriz na forma de Jordan sera uma diagonal com cada entrada sendo a poténcia
de um bloco de Jordan. Porém, ainda nos resta realizar a mudanca de base no caso
matrizes nao diagonalizaveis. No caso diagonalizavel, sabemos que a matriz de mudanca
de base é dada por suas colunas preenchidas com os autovetores da matriz, mas no caso

nao diagonalizavel nao conseguimos achar um conjunto de autovetores da mesma maneira.

Como qualquer matriz M deve ser similar & uma matriz J na forma de Jordan,
deve existir uma matriz P invertivel tal que M = PIP™!, e podemos, com isto, calcular as
poténcias M” = PJ"P~!. Porém, o processo para encontrar a matriz P no caso de matrizes
nao diagonalizaveis é um pouco mais trabalhoso, e dado que, caso queiramos estudar um
caso pratico, é possivel calcular a forma de Jordan de qualquer matriz facilmente com o
auxilio de um computador, nao entraremos em detalhes do processo. Mas, caso o leitor
tenha interesse, o capitulo 9 de (BRONSON, 1991) explica muito claramente cada passo

dos célculos necessérios.
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2 0O Caso Unidimensional

Primeiramente, vamos avaliar o sistema unidimensional, pela sua simplicidade,
para mostrar como o mapa pode apresentar uma distribuicao limite nao gaussiana, e com

difusdo nao normal.

No caso unidimensional, nosso sistema tem a forma:

zn+ 1] = Az[n]| +nn+1], n€{0,1,2,..., 00}, (2.1)

onde o z[n] é um escalar, assim como A, e 1; é uma varidvel aleatéria com fun¢ao distri-
buigao f;(n;). Note que o subindice em f; indica que a fungao distribui¢ao do ruido n pode
variar ao longo da evolucao do sistema. Vamos considerar o caso em que o ruido tem sua
distribuigao centralizada, (n[j]) = 0V j, mas ndo apresenta correlacao temporal, ou seja,
(ning) = (mi)ni) i # 5.

Podemos escrever o n-ésimo termo da soma através do esquema triangular de

Kolmogorov (GNEDENKO; KOLMOGOROV, 1968):

o[1] = Az[0] + 1] (22)
x[2] = A%z[0] + An[1] + n[2]; (2.3)
x[3] = A%2[0] + A%n[1] + An[2] + n[3); (2.4)
zn] = A"z[0] + S[n], S[n] = ilA”_jn[j]. (2.5)

Se a fungao caracteristica de n[j] é dada por

U (2) = nj(2) = exp {—;mizz (1+ w](z))} , (2.6)

sendo m3 a variancia de n[j], podemos escrever a fungao caracteristica de S[n:

Yt () = <exp (fzfj A”‘jn[j])> — 1T {exp (124" n[j]))

=1

= H exp {—;AQ("_j)mzzg (1 + wj(A"_jz))}
j=1

J

= exp {_;MSZQ {1 + ws[n](z)} } ) (2.7)
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ME =Y A% (2.8)
j=1
wsn(2) = b i AXn=3)y (AP (2.9)
S[n] M2 J . .
n j=1

Deste modo, a distribuicdo limite de S[n] serd gaussiana somente se A2("=7) /M2 — 0 V7,
a medida que n — 0, anulando a contribuicao das funcoes w;. Porém, os cdlculos feitos
até aqui sao muito gerais para determinar qualquer propriedade da distribuicao limite do
mapa. Na préxima secao, vamos avaliar o caso em que o ruido é estacionario, ou seja,
sua distribuicao é a mesma durante todo o tempo. Isso simplifica a analise e permite que

tiremos conclusoes sobre a distribuicao limite do sistema baseado no fator A do sistema.

2.1 Ruido Estacionario

Vamos apresentar aqui um caso especial, onde o ruido n[j] é estacionério, ou seja, o
ruido tem a mesma funcao distribuicéo ao longo de toda a evolucao do sistema, f;(n[j]) =
f(n) ¥V j. Serd dado foco a este caso ao longo de todo o texto, dada sua simplicidade.
Como sera visto, este caso extremamente simples é um exemplo de nao aplicabilidade do
teorema do limite central. Novamente, consideramos que 7 ¢ centralizado, nao apresenta
correlacao temporal e sua variancia é (n[j]?) = m? V j. Note que, dada a estacionariedade

do ruido, podemos escrever:

n

STl = > A nlj] = 3 Al (2.10)

Jj=1

Neste caso, temos:

A —1

- 2.11
1 (2.11)

n—1
2 2 2j _ 2
M?=m*Y A =m
j=1
Com isto, podemos avaliar a gaussianidade da distribuicao limite, assim como a
dindmica de difusao do sistema, em termos do médulo de A. Supondo |A| < 1, sabemos

que a razao mA7J /M, é maximo para j = 0:

m? 1 — A2
M 1o (2.12)
que é diferente de zero. No limite da soma infinta temos:
m2
lim — =1-— A% (2.13)
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Portanto, para |A| < 1, a fun¢do w nao serd anulada, ao menos para j = 0, de modo que
a distribuicao limite nao serd gaussiana. Além disso, note que o sistema nao apresenta
difusdo normal. Mais do que subdifusdo, o mapa apresenta saturacao na varidncia, com
esta convergindo para m?/ (1 — A?). Agora, se |A| > 1, A’ terd seu maior valor para

7 =n—1 e a razao serda dada por:

m2A2(n—1) ) . A2 -1 1 — A—2
_ n—1) _
T A y Ty s (2.14)
) mAnfl

n

Concluimos que, também para |A| > 1, a distribui¢do limite também nao deve ser gaus-
siana, mas, desta vez teremos um caso de difusdo geométrica, com a variancia crescendo

exponencialmente de acordo com A?". Porém, se |A| = 1 temos, para todo j:

2

2 2 Lome
M, = nm” = lim ME 0 (2.16)
Portanto, quando |A| = 1, a distribuicdo do sistema eventualmente convergird

para uma gaussiana, e apresentara difusdo normal, com a variancia proporcional a n.
Mas, caso A # 1, a distribuigao da soma dependeré da fungdo w(z), e portanto nao tera
uma distribuicao gaussiana — a menos, é claro, que cada variavel aleatoria da soma tenha
distribuigao gaussiana, que leva a w(z) =0V z.

Note que, como foi discutido na introducio, A deve ser da forma A = A2, sendo
At o intervalo de tempo durante o qual o ruido é constante. Portanto, se tomamos o
limite At — 0, com o objetivo de recuperar o comportamento esperado para a equacao
diferencial estocastica, temos A — 1, o que significa que o unico comportamento que
podemos esperar é aquele da distribuicao limite gaussiana, com difusao normal. Nesse
aspecto, vemos que a dinamica do mapa discreto pode ser mais rica que aquela da equa-
¢ao diferencial. Porém é importante lembrar que a simplicidade da dindmica da equacao
diferencial estocastica neste caso estd associada ao fato de ser uma equagao linear. De
fato, é possivel elaborar dindmicas tdo complexas quanto se queira, utilizando equacoes

nao lineares e ruido multiplicativo, dependente da posicao no espaco de fase.
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3 Solucoes Gerais para a Funcao Caracteris-

tica do Mapa

Neste capitulo, desejamos apresentar a existéncia de formulas gerais para a fungao

caracteristica da distribuicao do sistema

xn+1] =Ax[n]+nn+1], n=0,1,2,..., N, (3.1)

sendo x um vetor p-dimensional, assim como o vetor aleatério 7, e A é uma matriz p x p.
Veremos que, apesar da existéncia destas formulas, elas nao sao tao convenientes para

uma avaliagao da distribuicao limite do sistema, dada sua grande complexidade.

Aqui, consideramos o sistema com algumas condi¢oes sobre o ruido 7:

1. n[n] é centralizado, (n[n]) = 0 e sua matriz de covaridncia m ¢é finita, lembrando que

m; ; = (n;m;) para um vetor centralizado.

2. n é um vetor aleatdrio estaciondrio, ou seja, sua distribuicao de probabilidades é a

mesma para qualquer instante de tempo.

3. Nao ha dependéncia entre os valores de 1 em instantes de tempo diferentes, ou seja,

n[n| e n[m| sdo independentes para todo par n # m.

Note que nao assumimos independéncia entre as componentes do ruido, o que significa
que, mesmo na base do seu vetor principal, por mais que as componentes do ruido nao
apresentem correlagoes lineares, elas ainda podem ser dependentes entre si, apresentando

correlagoes de maiores ordens.

Primeiramente, vamos avaliar o mapa em termos do vetor principal do ruido. Com
isso, obtemos uma férmula geral para a fungdo caracteristica de um sistema qualquer,
em termos dos autovalores da matriz de covaridncia (ou de correlagao) do ruido 7, e das
matrizes de mudanga de base para sua diagonalizagdo (transformagdo necessdria para

obtencao do vetor principal).

Em seguida, na tentativa de simplificarmos a férmula final, consideramos o mapa
na base que diagonaliza a matriz A, de modo que cada componente do sistema possa
ser tratada independentemente como um sistema unidimensional. Apesar de conseguir-
mos resultados promissores para cada componente, surge uma dificuldade em combinar

as componentes para obtencao da fungao caracteristica conjunta do sistema considerando
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todas as suas componentes. A partir disso, concluimos que, se desejamos avaliar o sistema
componente a componente, para posteriormente recuperarmos a fungao caracteristica con-
junta, precisamos simplificar o sistema, assumindo que o vetor principal do ruido tem suas
componentes independentes entre si, mesmo que nesta base a matriz A nao seja diago-
nalizada. No Capitulo 4, consideramos esta andlise e determinamos condi¢oes necessarias

para a gaussianizacao da distribui¢ao limite do mapa.

Por fim, considerando a possibilidade de que a matriz A nao seja diagonalizavel,

estudamos o mapa na base que leva A a sua forma candnica de Jordan.

3.1 Solucdo na Base do Vetor Principal para o Ruido

Primeiramente, vamos passar o problema para a base do vetor principal n® = Tn, de
modo que
TmT = D, = diag (mf, m3,... ,mi) . (3.2)

Como ja sabemos, a matriz T é ortogonal, o que implica TT = 1, onde a barra denota
transposigao (e conjugagio, no caso de matrizes complexas). Vamos aplicar essa transfor-

magao na equacao do mapa:

Tx[n + 1] = TATTx[n] 4+ Tn[n + 1] (3.3)
y[n + 1] = By[n] + n®[n + 1], (3.4)

ou seja, y[n] = Tx[n] e B = TAT.

Lembremos que o vetor principal normalizado 7P é tal que 7”) = Dp7®), e que a

funcao caracteristica do vetor principal normalizado é dada por

Z -7

wﬁ(P)(Z) = exp |:_2 (1 + WW(P)<Z))} . (35)

Deste modo:

%(m (z) = <elz-n(17)> _ <€Iz-Dmﬁ(P)> _ <eI(sz)-ﬁ(P)> _ ¢ﬁ(m (Dnz)
= exp {—; (Dmz) - (Dmz) {1 + Wir) (sz)}}

= exp {—;ZD%Z [1 + Wi (sz)] } . (3.6)
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Com isto, podemos passar para o calculo da fun¢do caracteristica de y[n|. Note que, a

partir disso, podemos calcular a funcao caracteristica de x[n]:

) = (51)— (¢T208) = (T 1)

Podemos escrever y[n] como uma soma de varidveis aleatérias:

n

y[n] = B"y[0] + S[n], S[n]=>_B"n®[j.

=1

Como 7P) é estacionério, podemos escrever, de forma mais conveniente:

Stn] = 3_ B[

Vamos calcular a fungao caracteristica de S[n|:

7=0
— {exp {[nizlz Bjn(p)[j]}> = T <exp {Iz Bjn(p)[.?]}>
§=0 7=0
ne1 n—1
= <exp {I (BJZ> n'?) [J]}> = H U (B Z)
J=0 =0
= I8 exp {—BjZDﬁqBjZ [1 + Wip) (DmBjZ)} }
=0
n—1

= exp {—;szDQmsz [1 + Wi (Dmsz)} }

= exp {—;SZBjDQmBjZ [1 + Wi (DmBjZ)} } )

J=0

Note que B/D2B’ é uma matriz simétrica:

J RJ — J 2 RJj  _ J 2 RJ
[B DmB L E - Z Bi,r (Dm>7‘s Bs,k - Z Bi,rmr(SﬁSBs,k
’ T, ? r,s
_ J 2pJ RJ ,2RJ
- Z Bi,rmrBr,k - Z Br,imer,r
T r
_ Z BJ mQBJ
- ko' rSra
r

- [BJ‘ DmBj] ,

ki

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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onde utilizamos o fato de que a poténcia da transposta de uma matriz é igual a transposta

da poténcia da matriz. Sendo assim,

[n] = nf BDy,B’ (3.12)

=0

deve ser uma matriz simétrica, e podemos escrever:

1 n—1 ) . _
Vs (z) = exp {—2ZM[H]Z + Z%) (ZBJ D%BJZ> Wiie) (DmB]Z)} : (3.13)
j:

Observando esta ultima forma, fica claro que M[n| é a matriz de covaridncia de S[n],
M; ;j[n] = (S:i[n]S;[n]). Dada a simetria de M[n], ela pode ser diagonalizada, através de uma
transformacio descrita por uma matriz ortogonal P[n], tal que P[n]P[n] = P[n]P[n] = 1,
de modo que PM[n]P = D> sendo Dy = diag (Mi[n], Ms[n], ..., M,[n]). Com isto,

calculamos o vetor principal S®[n] = P[n]S[n], e sua funcdo caracteristica é dada por:

1/’s<p>[n] ( ) < Iz s<p>[n}> _ <€1z-(P[n]S[n])> _ <el(l5[n]z)'s[n]> — ¢S[n} <|5[n]z) (3_14)

P[n)zM[n]|P[n]z +

1
s (2) =exp q — B

—

i
)

+ (Is[n]z . BjD?nE_ijls[n]Z) Wi(p) (Dméjﬁ[“]z) }

<.
I
o

]

X

- ;z (PIMIIP]) 2 +

o
—

?
L

(2P[n]B’D},B/P[n]z) wyu (DmB’Pln]z) }

j:(]
1
:exp{ 5 DM[n
(2P[n]B'D;BP[n]z) wyi (DmB'Plnlz) ¢. (3.15)
]:O

Passando agora para o vetor principal reduzido (ou normalizado) de S[n], sabemos
que S[n] = DuS[n] = S[n] = Dy'S[n], de modo que

by (2) = (18 = <€1z.(0;ﬁsm)> _ <61(Dglz).s[n}> — Vs (Di'2) (3.16)
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A funcao caracteristica do vetor principal reduzido deve ser dada por

Z -7
Vs (2) = exp {—2 [1 + Wsm) (Z)} } : (3.17)
sendo
(D= iD2B/P[n]D-1 B7P[n]D-1
z (2Dy},, P[n]BDZB/P[nIDy1, 2) i (DmB/P[n]Dyl, 2)
W[ (2) = p— (3.18)

Concluimos que somos capazes de expressar a funcao caracteristica da distribui-
¢ao solugao do mapa com ruido aditivo. Porém, considerando apenas a forma geral obtida
para a funcao caracteristica, nao conseguimos extrair informacoes relevantes sobre a dis-
tribuicao do sistema no limite n — oo. Na proxima sec¢ao, vamos analisar o sistema na

base que diagonaliza a matriz A, caso esta base exista.

3.2 Solucao na Base que Diagonaliza o Mapa

Na secao prévia, nos preocupamos apenas em diagonalizar a matriz de covariancia
do ruido, para escrever os resultados em termos de seus autovalores. Agora, consideremos

o mapa p-dimensional

x[n + 1] = Ax[n] + n[n + 1] (3.19)

com ruido n centralizado.Vamos supor que A possa ser diagonalizada, de modo que
LAL™! = Dp = diag (A;, A, ... ,A,). Assim como na se¢ao anterior, supomos que 7[n]
e n[m| sdo independentes para quaisquer n # m, e supomos que o ruido é estaciondrio,
ou seja, a funcao distribuicao de n[n| é a mesma para qualquer valor de n. Note que nao
fazemos suposigoes sobre as relagoes entre as componentes de 7, de modo que estas podem

apresentar dependéncias entre si.

Definindo y = Lx = x = L™y e ( = L7, podemos reescrever o mapa:

Lx[n + 1] = LAL 'Lx[n] + Ln[n + 1] (3.20)
y[n +1] = Day[n] + ¢[n + 1]. (3.21)

Como vimos na secao passada, dado que x e y estao relacionados por transformacoes

lineares, é simples relacionar suas fungoes caracteristicas. Isto é necessario pois, se X é
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o vetor de nosso interesse, é necessario que possarmos recuperar sua funcao distribuicao
apés a consideracao do sistema em outra base. A relagao entre as funcoes caracteristicas

é dada por:

wx[n} (Z) _ <€Iz-x[n}> _ <61z~(L1y[nD> _ <€[(I:1z)-y[n]> (322)
i) (2) = Wyga) (L7'2) = Yypu)(2) = Uy (L2) (3.23)

Da mesma maneira, ¢¢(z) = ¢, (I__z) (note que a fungao caracteristica do ruido nao deve
depender do instante de tempo, dado que o ruido é estacionéario). A andlise a seguir é

semelhante ao que foi feito na se¢ao anterior. Note que podemos escrever:

yin] = Dy[0] + ST, Sin] = 3 DEclj] = 5 DACL) (52

onde a ultima igualdade é valida devido a estacionariedade do ruido. A fungao caracte-

ristica de S[n] é dada por

Usin)(2) = <exp {fz > D&<U]}> = H0 (exp {1z - DACj]}) = H0 v¢ (Daz),  (3.25)

J=0

onde a tltima igualdade é obtida lembrando que a transposta de uma matriz diagonal é
igual a matriz original. Lembrando que o ruido n é centralizado, ¢ também deve ser, o

que implica que sua funcao caracteristica deve poder ser escrita na forma:

Vet () = () = exp [~ S (1 4 ()] (3.26)

sendo M; ; = ((;(;) a matriz de covaridncia do vetor aleatério (. Vamos explicitar a relagao

entre M e a matriz de covariancia N, N; ; = (;n;), do ruido original »:

My = () = {(Ln)s (L)) = <<Z o) (Z )

= (LisLljmem) = Liwliy (mem) =D LiwljiNey
ol

k.l k.l

- Z LixNy Ly = (LN[)

k.l

(3.27)

7:7.]‘

- 'M = LNL. (3.28)
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Voltando a funcao caracteristica de S[n]:

st < T o - (042) 9 04) 1+ (030}

= ri_[o exp {—;z (DJAMDﬂ) z [1 + we (Dﬂz)} } . (3.29)

n—1 . .
Definindo M(™ = Y= DAMD3, escrevemos:
=0

1
Vs (z) = exp {—2z|\/|(”)z (1 + ws[n}(z))] : (3.30)
n—1 . . .
> 2 (DAMDA) 2 w; (DAz)
WS[n]<Z) = ZM) 7 (3.31)

n—1 . .
Com isto, é claro que a matriz de covaridncia de S[n] ¢ dada por M™ = ‘Zo DAMD3,

J:
lembrando que M ¢ a matriz de covariancia do ruido (.

Note que é possivel obter as fungoes caracteristicas marginais, para componentes

especificas do sistema:

s (2) = (exp (125i[n]))
=(exp([(z1=0,20=0,...,2i =2,...,2,=0)-8S[n]))
=Yg (21 =0,20=0,...,2s=2,...,2 =0). (3.32)

Vejamos como a escolha z = q = (21 =0,20=0,...,2 = 2,...,2, = 0) afeta os termos

da funcao caracteristica de Sin|:

aMPq = 3" MW = 37 6,k 2M) 6,2 = MY 22 (3.33)
k.l k.l

qa (D]AMD]A) q= %l: qk (D]AMD]A)/&,Z q = kkz,;l/ 0i k2 (Di)k’k, My 1 (D]A)l’,l 0i1%

- Z (Di)i k Mk’l (DJA)Z i 2= Z Mk»lai,kAi(sl,iAgf
k1l ’ ) k.l
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k=1 k=1
-.Diq:(0,0,...,o,zi:A{z,o,...,o). (3.36)

Note que para w, (Diq) = w, (Afz) = w; (A{z) Deste modo, a funcao wsp, €
dada por

n—1 . .
> AVM; 22w (AJ-Z) M, el
=0 i 2j j
wsin(q) = = A w; (Alz), 3.37
S| ]( ) M(”-)ZQ MZ(-Z) jz% ( ) ( )

1,0

n
sendo que podemos reescrever Mgi)'

||
™

(DﬂMDﬂ)M = ZZ (Da); x Myt (Da);
A

ﬁb
>—\ CJ

Z 0i kAL 101 AL = Z M A7 =M, Y AV (3.38)
N 7=0 7=0

<

Il
=)
x>

Portanto:

1 o r
Vs, (2) = Yspm(q) = exp —*Mg,i)ZQ 1+ wspp(q)
2 L
r n—1 . .
1 n—1 Z A?Jwi (Afz)
= exp _7Mi,i Z A?J 2’2 1 —+ =0 1 s (339)
2 =0 S A?]
L 7=0

lembrando que w; = we,, ou seja, é a fungao w do ruido na base que diagonaliza o sistema,
e nao na base do ruido original 7. Perceba que o resultado obtido para uma tnica com-
ponente na base diagonalizada corresponde aquele apresentado no Capitulo 2, esperado
de um mapa unidimensional, o que ¢ de se esperar, uma vez que, ao diagonalizarmos o
sistema, temos a evolugao das componentes acontecendo de maneira independente. Com
isso, podemos determinar se a distribuicao limite nesta componente sera ou nao gaussiana,

a depender do autovalor A;.

Por um lado a expressao obtida para cada componente na base diagonalizada (3.39)
¢ muito simples, facilitando a andlise da distribuicao limite das componentes do mapa

diagonalizado. Note que, se formos capazes de encontrar condi¢des para que os termos
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envolvendo as fungoes w; se anulem, demonstramos a gaussianizagao da distribuicao de .S;
e, consequentemente, de ;. Por outro lado, mesmo que demonstremos a gaussianizacao
de cada componente y;, nao podemos afirmar que a distribuicao de y serd uma gaussiana
multidimensional, uma vez que, havendo correlacoes entre as componentes de (, nao somos
capazes de construir a fun¢ao wsp,(z) a partir das funcoes wg,(n)(2), 7 € {1,2,...,p}. Veja

que

p p p
v = {0y = (T o500) 2 [ (0o500) = w0
j=1 j=1 j=1

onde a diferenga aparece uma vez que S;j[n] depende (;[k] Vk € {,2,...,n} e podem haver
dependéncias entre S;[k] e Sj[k], i # j, de modo que as fungdes caracteristicas nao sao

separaveis.

Caso exista uma base na qual o vetor de ruido tem suas componentes independen-
tes entre si, se conseguirmos demonstrar a gaussianizagao das componentes do sistema
nessa base, demonstramos a gaussianizagao do sistema como um todo em qualquer base
que seja. Dada a independéncia das componentes do ruido, a funcao caracteristica de-
verd poder ser escrita como o produto das fungoes caracteristicas de cada componentes,
as quais sao gaussianas. Assim, ao mudarmos de base, a distribuicdo da transformacao
de uma distribuicao normal multivariada deve continuar sendo gaussiana, uma vez que
cada componente na nova base serd dada por uma combinacgao linear de distribuicoes

gaussianas, que sabemos que deve também apresentar uma distribuicado normal.

Note que, dado que a matriz de covariancia sempre pode ser diagonalizada, e que
seu conjunto de autovetores normalizados é inico, a menos de uma normalizacdo, a base
na qual as componentes do ruido sdo independentes entre si deve ser aquela do vetor

principal do ruido.

No préximo capitulo, vamos estudar o mapa na base do vetor principal do ruido,
assumindo que este tem suas componentes independentes entre si, de modo a simplificar
a analise do sistema, e vamos encontrar as condi¢oes necessarias para a gaussianizacao
de cada componente. Com isso, podemos determinar quando o sistema como um todo

converge para uma distribui¢cao normal multivariada.

3.3 Solucdo para o Mapa Nao Diagonalizavel: Forma Candnica de

Jordan

Caso a matriz A nao seja diagonalizavel, o melhor que podemos fazer é passar

para a base em que obtemos a forma candnica de Jordan da matriz: LAL™! = Ja =
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diag (J(l), NI ,J(T)), sendo r a quantidade de blocos de Jordan, cada um com com-

ponentes (J(q)) = J40;; + 0; j—1, sendo J, o autovalor do bloco.

Z)J
Neste caso, a andlise ¢ muito semelhante aquela apresentada na secao anterior.

Passamos da equacao original para a base na qual temos a forma de Jordan de A:

x[n+1] = Ax[n] + n[n+ 1] = (3.41)
yln+1] = JIay[n] + ¢n + 1], (3.42)
sendo y[n] = Lx[n] e ([n] = Ln[n]. Novamente, assumimos que 1 é centralizado, esta-

cionério e ndo apresenta correlagdo temporal. Repetindo os calculos da sessao anterior,

trocando a matriz diagonal pela forma de Jordan, escrevemos:

yln] = Jiyln] + Slnl, Sln] = i‘lJz—jcm =§Jm. (3.43)

Se N é a matriz de covariancia do ruido original 7, entao M = LNL é a matriz de

covarincia de ¢. Com isto, escrevemos a fungao caracteristica da soma S[n|:

1

Us)(z) = exp [—2zM(”)Z (1 + ws[n](z))} : (3.44)
n—1 L _ .
oz (3AMIA) z we (Jhz)

wS[n]<Z> = ZM(n)Z ; (345)
n=1

M®) = 3" JAMIA. (3.46)

j=0

Note que podemos calcular explicitamente os termos de JﬂMjﬂ. Para isso, precisa-
mos definir os termos da poténcia da matriz na forma de Jordan. Sabemos que esta deve

ser dada pelas poténcias dos blocos de Jordan, ou seja:

n / y < /.
( (q))i_pg,pk_pilfl ) qul < 1, k > pq?

0, caso contrario,

(I)is = (3.47)

definindo:

Py =2 i po=0 (3.48)

M-

[en]

1=
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e lembrando que os termos da poténcia de um bloco de Jordan sao dados por

Wy

] j | —a . .
(J%Q))ik - Z <CL> ‘]g 5i»k—a7 Wq = 1mnin {pq - L]}- (3.49)

’ a=0

Portanto, a transposta é dada por:

We /N
(%}))i,k =) <j>Jéa5i,k+a (3.50)

Agora, podemos calcular de fato:

Mn.i=1 (J4)

(3aM3), =22 (34)

m,l

Lk

,m

r Pq

=35 (3h)

q=1 m,l

Manss,_asp_, () . 3.51
imap_y P P \SA gy g (3.51)

Note que, para (J]A)A , precisamos considerar apenas os termos i < m < pj , sendo ¢; =
7,m

min (q e{1,2,...,r} ,pg > 2) Do mesmo modo, para a matriz transposta, precisamos

considerar apenas os termos k <[ < p; . Continuando com estas consideragoes:

o Pg, Py, Wq, j ‘ Wa,_y, j '
(J]AMJ]A)zk = Z Zval Z <a1> Jg;alfsi,mfal Z ( )Jgka25l7k+a2

m=1 l=k a1=0 a2=0 az

Pa; Pay . .
m, m—1 q; | —k qk : :

m—i I—k L

Podemos, ainda, escrever a fungao caracteristica marginal para cada componente
i, escolhendo z = 2’ = (29 =0,20=0,...,2,=2,...,%, =0), assim como fizemos no

caso da matriz diagonalizada. Neste caso:

Pa; Py . .
7 (ML) 7 = (J;Mj;)m 2=23% M, (mj ) (z i ) JAHD=m=L(3.53)

m=i =i

Wy,
J j—a . . ;
Zago (a) ng 5l,z+a7 pql—l <1 S pqza (354>

(ji\zl)z - Z (jA>z,k = (jA)”z -

k=1 0, caso contrario.
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Com isto, estao explicitamente expressos os termos envolvidos na funcao caracte-

ristica de S;[n:

Vsiin)(2) = Ui (7)) = exp [—; (M®), 2 (1+ wsi[nﬂz))] : (3.55)
n—1 . — . — .
ws;[n)(2) = (I\/I(i))” jz:% (JQMJ]A)M we (J]Az’> : (3.56)

" continua sendo um vetor, a menos que escolhamos uma

E importante notar que jﬂz
componente S; associada a um bloco de Jordan de tamanho 1. Vemos que, por mais que a
forma canonica de Jordan pareca ser bastante simples, a forma geral da solugao continua
sendo bastante extensa caso a matriz A nao seja diagonalizavel. Neste caso, parece mais
dificil comparar a funcado caracteristica de uma unica componente S; e determinar se
a distribuicao limite serd gaussiana, baseado apenas nos autovalores J,,, dado que os
termos ainda envolvem os binémios de Newton, que parecem tornar a analise complicada.
Na secao 4.3, veremos que podemos, sim, determinar a gaussianizacao da distribuicao

limite em termos do autovalor do bloco de Jordan.
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4 Gaussianizacao com ruido independente

Agora, vamos considerar o mapa p-dimensional

xn+1] =Ax[n]+nn+1], ne{0,1,2,...,N} (4.1)

com as mesmas suposigoes apresentadas no Capitulo 3, ou seja, que o ruido n é centrali-
zado, estaciondrio, e independente para instantes de tempo diferentes. Porém, além disso,
vamos considerar mais uma simplificacdo, supondo que o vetor principal de n tem suas
componentes independentes entre si. Vamos supor ainda a condicao inicial x[0] = 0, ape-
nas por simplicidade, uma vez que a condicao inicial deve apenas deslocar o valor médio

da distribui¢ao, sem alterar a sua forma.

A anélise a ser realizada neste capitulo é importante, como ja foi discutido, porque,
caso demonstremos a gaussianizacao de cada uma das componentes do sistema, estare-
mos também demonstrando a gaussianizagdo do sistema como um todo, ou seja, que a
distribuicao limite do sistema é uma distribuicdo normal p-dimensional. Como supomos
que o vetor principal do ruido tem suas componentes independentes entre si, podemos
calcular a fungao caracteristica em outras bases, sem nos preocuparmos com correlagoes
que possam impedir ou dificultar a mudanca de base. Além disso, ao mudarmos de base,
cada componente na nova base pode ser descrita como uma combinacgao linear das com-
ponentes do sistema na base do vetor principal do ruido, que devem ser gaussianas, todas
as componentes da nova base também deve ser gaussianas. Dado que isso deve ser vélido
para qualquer base, temos uma distribuicao limite gaussiana em todas as dire¢oes do

espaco p-dimensional, ou seja, uma distribuicao normal p-dimensional.

Sendo T a transformacgao que leva 1 ao seu vetor principal, que vamos chamar (,

temos:

y[n + 1] = By[n| + ([n + 1], (4.2)

sendo y[n] = Tx[n], B = TAT, lembrando que TT = TT = 1. Estamos, entdo, supondo que
as componentes de ( devem ser independentes entre si. A matriz de covariancia de ¢ deve
ser dada por TMT = Df, Dw = diag (My, My, ..., M,), sendo M a matriz de covariancia
do ruido original 7, e M? seus autovalores. Vamos estudar o mapa através da equagio

(4.2), lembrando que, eventualmente, podemos retornar & base original:
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wx[n} (Z) = ¢y[n} (TZ) . (4'3)

Primeiramente, descrevendo o n-ésimo passo do mapa através do esquema trian-

gular de Kolmogorov:

Z B"/¢[j] Z B/¢[1] (4.4)

lembrando que a segunda igualdade vem da estacionariedade do ruido. Continuando,

podemos separar as equagoes para cada componente:

n—1

g(ch ):;é(w)m@m:ésﬁk , g( ), Glil. (45)

Sendo M}, o desvio padrao da componente (i, podemos calcular a varidncia de ambos os
lados, obtendo:

n—1 n—1

Vil = ((Sixln)?) = > (B7), M7 = M2 Y (Bj)ijk. (4.6)

=0 - =0

Dado que ¢ é um vetor aleatério principal, a fungao caracteristica de uma compo-

nente sua pode ser escrita:

Whes

Ve, (2) = ¥i(z) = exp [— (1 + wy (Mkz))] ) (4.7)

Com isto, escrevemos a funcao caracteristica de S j:

J=0

= nl:[l <exp (IZ (Bj)Lk Ck[j])>

= ][ exp [— Mgz (B)?k <1 Wk <Mk (Bj)i,k Z>)]

Yix(n, z) = (exp (12S;k[n])) = <exp (Iznz_: (Bj)i,k Ck[]])>
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Vamos encontrar as condicoes para a gaussianizacao de S, ou seja, para que
dim v “Zn] M2 Z (B7);x = 0. Vamos considerar diferentes casos separadamente, primei-

7=0
ramente supondo que B é diagonalizavel com autovalores reais, depois, com autovalores

complexos e, por fim, considerando o caso em que B nao e diagonalizavel, e avaliamos o

sistema em termos de sua forma canodnica de Jordan.

4.1 Matriz diagonalizavel com autovalores reais

Se B é diagonalizavel, podemos escrever B = PDP™!.D = diag (B, Bs, . .., B,),

sendo B; o i-ésimo autovalor de B. Com isto, escrevemos:

(Bj>z'k - (PDP ) i P ( )m,k = i Pivmngm,mzP;zlg,k

’ m=1 mi,m2
p
— . J . -1 pj
- Z Plamle 5m1,m2Pm2 k — Z PZ,um,kBm‘ (49>
mi,m2 m=1

(B = 3 (PunPil) B 42 S P PusPinc P (BB (110

m=1 mi1<msa

Vamos avaliar a gaussianiza¢ao em termos dos modulos dos autovalores. Primeiro, vamos

supor |B,,| < 1V m. Neste caso, temos:

1— B 1
27 __ m .
Zj Bi=1"F o T B (4.11)
n-l - 1= (B, Bmw,)" 1
> (BuBu,) = (BonsBrrs) . . (4.12)

1- (BmleQ) nooo 1 — Bmlez

J=0

Portanto:

- D 21— B2n -~ 1-— (Bm Bm )n
Mk 2V2k[n] — Z (Pz’um k) 1_ BQ + 2 Z P’L ,mi m1 kP'L mzpm12 k 1— (BW;BWZ)

m=1 m1<ms2
2

P (Pimp_lk) Pim, Pt Pim,Pl
) m, t,m1Tmy k" imal mag, < . 413
n—00 m2::1 1-— BTQn m1z<:m2 1— (Bml Bmg) e ( )

2 N 2 i\ 2

. M 0271 ((B])Zk> M; 025 ((Bj)zk>

*. lim 5 = 5 > 0, (4.14)
nee Vi,k [n] Vi,k
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a nao ser que (B’ )fk =0V j € N. Apesar de parecer improvavel, veremos que pode
acontecer. Note que definimos 17, = r}grxgo V{1 [n]. Portanto, concluimos que, se os médulos
de todos os autovalores sao menores que 1, a distribuigao limite nao é gaussiana, uma vez
que sua funcdo caracteristica terd contribui¢des da funcio wy. E claro que este resultado
depende de os termos P;,,,P,, ; anularem ou nao a contribuicao dos autovalores. Se as
contribuicoes de todos os autovalores fossem anuladas, os termos com wy, seriam anulados,

e a distribui¢ao do sistema seria gaussiana.

Agora, vamos considerar o caso |B,,| > 1 V m. Novamente, podemos escrever

formulas para as somas das séries geométricas, porém, desta vez elas divergem:

n—1 ) 1— BQn
27 m .
> Bl = T B o O (4.15)
Jj=0 m
l . 1= (B Bmy)"
By, Bi,)’ = e > 00. 4.16
Z_%}( 1 2) 1_(Bmle2) n—o00 o0 ( )
J_
Neste caso, é claro que o nax ((BJ)?k) = (B”_l)ik se n > 1. Além disso, podemos

escrever:

(B"") —— PPl B, (4.17)

i,k n—00

sendo m, tal que B,,, é o autovalor com o maior médulo entre aqueles cujas contribui¢oes
nio sao anuladas pelos termos P; ,,,P; !, que os acompanham. Note que também podemos

escrever:

. B
M, 2Vi2,k[n] e szpmlkw (4.18)
Deste modo, obtemos a razao:
Mg (Bj)gk B —1
I = > 0. 4.19
e T 2, i) B2 (4.19)

Concluimos que, quando |By,| > 1 V m, a distribuigao limite do sistema também nao é

gaussiana, dado que a contribui¢ao dos autovalores nao sejam todas anuladas. Note que,

-1

além do caso P; P,

= 0, ha outra possibilidade de anulagao de um autovalor: caso

existam m; e my diferentes entre si tais que B,,, = B,,, €

Pim, Pt P, P (4.20)

my,k T ma,k?
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entao as contribuigoes de B,,, e B,,, se anulam conjuntamente.

Finalmente, vamos avaliar o caso |B,,| = 1V m. Escrevendo:

N2 d
-1 -1 -1 .
(BJ)M < Zl (Pi,mpm,k> +2 Z ‘ i,my 1,kPi,m2 ma,k| (4-21>
’ m= m1<mgo
5 o ol o
M *viy[n) =) (Bj)ik
J=0 ’
p 1 2 n—1 )
=1 (PimPr) +2 3 PimPot iPimsPrl Y (B, Bin,)’
m=1 mi1<mg 7=0
P 2
>n Y (PinPrl) +20 Y PiiPrl PimaPrl (4.22)
m=1 BmlzBmQ
onde a ultima desigualdade vem dos termos envolvendo m; e ms tais que B,,, = —B,,,
de modo que
n—1
> (B, Bm,)’ =0 o0u 1.
=0
Com isto, é claro que
M; (B
lim w = 0. (4.23)
n—00 I/i,k

Portanto, se os autovalores tém moédulo unitario, a distribuicao limite serda gaussiana.
Note que, caso os autovalores sejam anulados pelos termos das matrizes de mudanca
de base, suas contribuicoes para a funcao caracteristica seriam também anuladas junto
com as fungdes w, mantendo a gaussianidade da distribui¢ao limite. Note que podemos
apresentar resultados um pouco mais gerais, considerando apenas o autovalor de maior

modulo cuja contribui¢ao nao é anulada.

Considerando apenas os autovalores cujas contribui¢does nao sao anuladas, se o
maior médulo é maior que 1, novamente teremos o resultado da Equacao (4.19), uma vez
que os efeitos dos autovalores de menor modulo se tornam despreziveis. Do mesmo modo,
se 0 maior mddulo for igual a 1, o numerador M? (B )fk serd finito, enquanto o denomi-
nador Vzk [n] serd proporcional a n, com as contribuigdes dos autovalores menores sendo
limitadas, ou seja, comparativamente despreziveis. Entao, o denominador tende a infinito

com n e, portanto, a razao tende a zero, resultando na gaussianizacao da distribuicao.
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Vamos resumir as conclusoes obtidas para o caso da matriz B diagonalizavel com
autovalores reais. Consideremos os autovalores B,, de B, sendo m tal que P,-7mP;11k # 0.

-1

-1 ~ - ’
vk 7 —PimyPro, x> €ntao incluimos

Caso existam m; # mq tais que B,,, = By,,, se P;n, P

my € mey nos possiveis valores de m. Temos, entao:

1. Se 0 < max (|Bm|) = 1, a distribui¢ao limite de S, ¢ gaussiana;
Sm=p

2. Caso contréario, isto é, max (|Bm]) < 1 ou max (|Bm|) > 1, a distribuicao limite
Sm>p Sm=p

nao é gaussiana.

4.2 Matriz diagonalizavel com autovalores complexos

Aqui, vamos fazer uma analise muito semelhante aquela apresentada na secao an-
terior. E importante notar que as séries geométricas nao devem convergir para limites
bem definidos quando consideramos autovalores complexos de médulo maior ou igual a
1. Para contornar isso, utilizaremos o fato de que, se um ntmero complexo é autovalor
da matriz, entao seu complexo conjugado também deve ser. Por simplicidade, na conti-
nuacao do texto, vamos considerar que, quando fazemos suposi¢oes sobre os autovalores,
estamos considerando apenas aqueles cujas contribuigoes nao sao anuladas pelas matrizes

de mudanca de base.

Primeiramente, se |B,,| < 1V m, as Equagoes (4.11) e (4.12) se repetem, e nova-

mente temos o limite

M2 max ((B7)°
lim ——— (B)) >0, (4.24)
oo vipln]

de modo que a distribuicao limite nao é gaussiana também para autovalores complexos,

caso todos tenham médulo menor que 1.

Para |B,,| > 1 ¥V m, sendo m; e my sdo tais que B, e B,, sdo complexos
conjugados e ambos possuem o maior modulo entre os autovalores do sistema. Com isto,

podemos escrever

2 2
n—1 -1 n—1 -1 n—1
(B )i,k: n_>—>oo (Pi,mlpml,kBml + Pi’m2Pm2,kBm2 ) , (425)
a menos que o lado direito seja nulo, o que s6 ¢é possivel caso ‘Piml P;lll k‘ = ‘Pi’m P;lz k‘
16

e, sendo B,,, = re'’, caso exista n tal que:
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Re (Pim,Prt o+ PimaPrt 1) os (n = 1)0) = Tm (P, Pt 4 = Py, Pt ) sin ((n — 1)6)
T (P n, Pt i+ PimaPrt 1) c0s ((n = 1)0) = Re (Pim,Prl i = Pign,Prat ) sin ((n — 1)6).

Isto implica que a distribuic@o limite de S;x[n] pode apresentar um carater oscilatorio.
Porém, isso nao necessariamente sera perceptivel na distribuicao de z;, uma vez que ela

também deve depender de termos S; y, k' # k.
De qualquer modo, ainda podem haver autovalores que nao sejam anulados para
SN2 .
o mesmo n, de modo que (B"1);, seja proporcional a ry, = |B,,| = | By |, sendo B, o
autovalor de maior médulo, junto de seu complexo conjugado B, , tais que suas contri-

buigoes nao sao anuladas para j = n — 1. Explicitamente:

(B" ), s (Pim P + Py Py ™) 1200, (4.26)

i,k n—oo *

Da mesma maneira, para a variancia da soma, escrevemos:

n 2 r2n -1
Mk zk[ ] m (Pi,m*Pm*,kelne* + Pi,mipm’*,ke ! 0*> ;27_1 (427)
*
Concluimos que a razao das varidncias no limite é dada por
M2 (B7)? 2_q
lim —~ B _ 72 >0, (4.28)

oo szk[n] r?

ou seja, para autovalores complexos com moédulo maior que 1 a distribuigao limite de S;

nao é gaussiana, dadas as restrigcoes associadas as matrizes de mudanca de base.

Por fim, para autovalores de médulo unitario, |B,,| = 1 V m, sabemos que as
poténcias de cada um devem apresentar carater oscilatério. Porém, considerando pares
de autovalores complexos conjugados B,,, € B,,,, sabemos que a soma das poténcias do

produto entre eles deve ser

i
L

(B, Bm, ) = n. (4.29)
0

.
Il

Assim, sabemos que Vzk[n], apesar de apresentar termos oscilatorios, estes devem ter

amplitude limitada, apresenta também termos proporcionais a n de modo que, paran > 1,
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yfk[n] deve ser proporcional a n, enquanto (B’ )Z2 , tem seu médulo limitado. Note que,
pela desigualdade triangular, podemos afirmar que o médulo de (B )Z2 , deve ser menor ou
igual & soma dos mddulos dos termos apresentados na Equacao (4.10), o que claramente

é limitado. Com isso, concluimos que

N2
M (B7);

lim ——— =0 4.30
para |B,,| = 1V m, ou seja, a distribui¢do limite de S;x[n] serd gaussiana caso os au-

tovalores tenham moédulo unitario, mesmo que sejam complexos. Note que, assim como
no caso dos autovalores reais, serd determinante na gaussianidade da distribuigao limite
apenas o maior modulo entre os autovalores com contribui¢oes nao eliminadas quando

consideramos os termos de P e P71,

4.3 Matriz nao Diagonalizavel: Forma Canonica de Jordan

Agora, vamos considerar o caso em que nao podemos escrever a matriz B em termos
de uma matriz diagonal. Na verdade, o melhor que podemos fazer é escrever B em funcao

de sua forma canodnica de Jordan Jg:

B=PJsP . (4.31)

Note que podemos escrever a matriz de Jordan como uma matriz diagonal, de modo que
cada uma das entradas da diagonal sao blocos de Jordan: Jg = diag (J(l), Jay, .- ,J(r)>,
ou seja, a matriz tem r blocos de Jordan, cada um de tamanho p;, de modo que p; +
p2 + - -+ + p, = p. Desta maneira, podemos escrever Jg = diag (3?1)7‘]?2)7 e ,J?r)), e ja
sabemos como calcular a poténcia de um bloco de Jordan. Com isto, sabemos qual deve

ser o valor de cada célula das poténcias de J:

Jun) o, P <45 <pl
(\Jn) .= ( ( ))Zipsfl’jipsfl ' (432)

0, caso contrario.

Ou seja, temos os termos das poténcias dos blocos de Jordan, e o resto da matriz é nulo.

Aqui, definimos:

Pl = sz-, po = 0. (4.33)
i=0
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Com isto, calculamos:

(87),, = (P3eP™") > Pim (38) .. Prs

mi,mso
m1,ma=1
/
Pq

_ qzl S PumPrls (J{q)

) ’ ’
m1—pl_,m2—p,_,
m1,ma=py—1 a a

r Pq
_qzl 3 1Pi7m1+p; Pm12+pq 17 (J(q))mm . (4.34)
=1 | mi,ma=

Lembrando que os termos da poténcia de um bloco de Jordan sao dados por

Wy /.
(I), =2 <a> Ji i kay Wy = min {p, — 1, j} (4.35)

’ a=0

sendo J, o autovalor do bloco, continuamos:

r Pq J
J - . Ji—a
#)= 52 Pt Pt o 2 (1) b

’ q=1 m1,m2:1 a=0

r Pq
J a
_ Z Z sz m1+p mz—i—pq . ( >JJ (5m1,m2 a

q=1mi1,ma=1a=0 a

r pqg Wy
=3 Y S Py Poly 1+ak<ﬂ Jie (4.36)

g=1m=1a=0 a

Com isto, calculamos o quadrado:

) r pg Wy 2 ] 2 ( :
J — 1 2(j—a
(B), =X 23 (Puney Puts o) (1) 75 (.37
’ g=1m=1a=0 - a
- - ..7 j j—a
2 P; P! P P!
+ qlg;p z,m1+P;1—1 m1+p;1_1+a1,k z,m2+pﬁl2,1 m2+p;2_1+a2’k ay as (JQI Jq2)
ou mi<m
ou a}<ag2

Note que, no tultimo somatorio, as condigoes apresentadas nao precisam todas acontecer
ao mesmo tempo, sendo apenas uma delas necessaria para obter termos nao considerados
no primeiro somatério. Agora podemos avaliar a razio entre M} (BY),, e v7;[n] para
diferentes conjuntos de autovalores J,. Primeiramente, consideramos |.J;,| < 1 V ¢. Para

calcular 2, [n], note que podemos escrever:

(4.38)

_ 2 2—a) n—1 ) 2i—a) n—1 J*2a d2a )
—a -2a —-a) __ q «
5 () 0 < S = & o ()

Jj=0 Jj=0

a=2
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n—1 | 2 ) J—Qa d2a n—1 ‘
. J: 2(j—a) q o
. : JAi— o e Jo
j=0 <<J - a)!> ! ln(Jq>2 da (;J ! )
1

a=2
n— . 2 —2a
J! 2(j—a) Jq

JNITY < —— f, (J,, 2a), 4.39
5 () A < g e )

d2a 1_Jom

2a) = 1

20 = e (=) .

Podemos tratar da mesma maneira os termos do segundo somatorio, que podem envolver

autovalores diferentes:

j ] j—a1 7j—a ‘a1+taz 7j—a1 7i—a —a1 7—az2 ;a1ta ]
< )( )ng 1‘]32 ’ <J o 2‘]!;1 1‘];2 P = JQI 1JQ2 QJ o 2(‘]‘11‘]42)]

CL1 CLQ
J e j a2 dartaz 4
=) JarJg)™ 4.40
In (g, Jg,)" 7 daverte2 [( o Je) } - (4.40)
Deste modo, a contribuicao desses termos para 1/2 cn] é
n—1 . . o T—a
IN(T Y j—ar 7j— Joom a2
J)—a1 ji—az - q1 q2 . J 7] Lay,a) | m
jZO <a1> <a2> q1 q2 ln (J(h Jq2)a1+agg ( q1 q2 1 2) ( )
dal+(12 1 — (J J )an
n z] J = q1 v q2 442
g ( q1s qzval>a2) daai+a2 ll . (qu]qz)a] . ( )

Note que f, (J,,2a) = g,, (Jy, Jy, @, a). Note ainda que podemos escrever, de modo geral,

conhecendo a regra de derivagao de uma divisao:

g;z (qu qu ag, a2)
(1= Jg J)

Gn (Jogus Jgp, 01, a2) = (4.43)

onde o denominador nunca se anulara, dado que os autovalores tém modulo menor que
1, enquanto o numerador serd dado por um polindmio de (J,, J,,) e In (J,, J,,). Tomando
o limite n — oo, os termos com expoente n sdo anulados, e ¢/, resulta num polinémio de

grau maximo 21792 Deste modo,

r Dpqg Wy 2 J—Qa
vl =3 (Pi,m+pz,1pm1+p; _1+a,k> m(qwf” (Jy, 2a) (4.44)
g=1m=1a=0 q
—a1 J—a2
+ 2 Z Pivm1+pél_1p;"bl1+pf1 71+a17kpi’m2+p22_1p;}2+p, ank Jql qu gn (Jq1 7a<1]—t~1_2a72(117 Cl2)’
q1<q2 ! = In (Jth JQ2)

ou mi1<msa
ou ai1<ag
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que deve ser limitado, mesmo no limite n — oo, se lembramos que estamos considerando
o modulo dos autovalores menor que 1, mesmo que estes sejam complexos. Assim, temos

o limite:

max ((B7).
lim g()’“) >0, (4.45)
nreo vign]

e a distribuicao limite nao ¢ gaussiana. E claro que ainda seria necesséario considerar em
_ 2 . ~ . e~ ..
detalhe os termos de P e P~! e, caso (B);, = 0V j, entdo a distribui¢do limite de S;,

deverd, sim, ser gaussiana.

Agora, vamos avaliar o caso |J;| > 1V ¢. A analise ¢ muito semelhante ao caso
anterior, porém, desta vez, f, e g, nao sao limitadas para n — oo, e devemos observar
como (B/), , e v7;[n] se balanceiam. Neste caso, para n >> 1, o comportamento de v [n]
se reduzird aos termos envolvendo o autovalor de maior médulo, J,, (ou o par, no caso de

autovalores complexos), e podemos escrever:

) Pax Way . 2 J2a
vilnl < >0 > (Pi,m+pfq*_1P;1+p, _Mk) — S f (., 2a). (4.46)
m=1 a=0 o In (Jq*)

Note que, em f!, deverd haver um termo que multiplica n**, dada a regra de derivagao

do quociente. Explicitamente, esse termo é dado por:

2 om TT (12 2 2a 72n [ 72 2%-1
n2a. ll‘% (72 =1) =n2 (2 -1) . (4.47)
Qualquer outro termo de f! deve apresentar uma poténcia menor de n, mesmo que ainda
possa envolver Jq{”, tornando-se comparativamente desprezivel. Portanto, podemos dizer
que, no limite n — oo, f! (J,,,2a) é descrito pela Equacao (4.47). Esta consideragio sera
importante para analisarmos a gaussianidade da distribuigao limite. Paran > 1, (B"fl)ik

também se reduz aos termos envolvendo o autovalor de maior médulo:

1 2 pQ* WQ* 1 2 n — 1 2 2( . )
(B )“‘7 B Z_l Z_;) <Pi’m+p:1*1pm+17;*1+“’k> a Ta.
Pax Way 2 (n —1- a)Za
-1 2(n—1—a
> 2_:1 Z_% <Pi7m+p;*1pm+p;*l+a,k) (a!)zjqf £ (4.48)

: - 12
Vamos avaliar a razdo entre termos de (B"™!)7, e v?,[n] para um mesmo valor de
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(n —1- a)Qa J2(n717a) 2a(]2(n71) 92a
lim 2 = lim ————~ J2 -1
n—00 Jq_*2afn (Jq*a 2&) n—00 f/ (Jq*a 2@) ( )
22a
2 _
= lim nQaJQ(n—l) (Jq* 1)
n—00 Ix

peagin (2 = 1)
_Ja—
A

> 0. (4.49)

Perceba que o resultado nao depende do valor de a. Agora, note que, para dois conjuntos

de nimeros a; > 0eb; >0Vi=1,2,...,n, podemos escrever:
Q; > . a; > b . > b, a; 450
o () w oz () > Rez 2o (5). as0
=L > min <> (4.51)
S b, 1<i<n \ b;
i=1

Considerando que o autovalores nao tém suas contribui¢oes anuladas por termos de P e

P~ temos:

2
p-1 Pn=1-a)" o1
zm—l—pq 1 m+p _,tak (&')2 ax
lim min —
n=00 1<m<p, 2 Jea
0<a<pq, -1 4 f (J,.,2a)
Pqs zm+p 1 m+p 1+ak: 111 (J )2(1 n x> a
qx
TL —-1- CL 2 2(n—1—a)
qx
- nh—>r{>1<> o<r£15.}q* J _2“
2a fn (JQ*7 20’)
n(J,, 2“J2— J2 —1 In (J,,)*
= min = & min 7ﬂ( q*Q) . (452)
0§a<pq* ( Jq. Jq,  0<a<pq, (a!)
Portanto, concluimos que
n—1\2 2 2a
lim (B" i > Jo —1 min In (Jo. )™ (Jq*Q) > 0, (4.53)
n=00 ka[n] Jy,  0<a<pq. a!)

e a distribuicao limite nao sera gaussiana, dadas condi¢oes sobre P para que a contribuicao

dos autovalores nao sejam anuladas.
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Por fim, consideramos o caso |J,|] = 1 V ¢. Neste caso, para (B’ )fk, podemos

escrever:

<j>2 <2 (151

que deve ser maximo para j = n — 1, é claro. Isto sera utilizado para determinarmos o
limite infinito da razao entre (Bj)fk e v7;.[n]. Caso o autovalor seja complexo, ao invés de
olharmos para os termos envolvendo poténcias de um mesmo autovalor, podemos conside-
rar os pares de autovalores conjugados, cujas poténcias nao devem oscilar, e os resultados
serao os mesmos. Precisamos calcular o somatdério em j de ui%k [n]. Considerando um auto-
valor real (o que é o mesmo que considerar um par de autovalores complexos conjugados),

veja:

1 2a 2a ln—l -
_ N j2a—1 4.55
ar s (1) 5
Agora, note que

1 n—1

201 2a—1 (n —
> d = -
J / S YA SR |

n—

1 2a—1+1
) (4.56)

j=0

Portanto, temos:

R () (s
”fi( ) l(”za_l);:l;l (4.57)

que podemos ainda continuar de modo a simplificar a expressao:

n—1 ] 2 n—1 2a (n_1)2afl_(n_1)(n_1+a)2a
P R e e T
(n o 1)2a+1
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2

- . < 12 .
Entédo, avaliamos a razao entre os termos de (B"1);, e vZ,[n] para diferentes

valores de a:

(";1)2 < 12)2a = 1)2a+12 ) 2t (4.59)
) (]) (a!) (2a + 1) (a!) n—1 n—ooo

a

Jj=0

dado que o valor méximo de a é W, , ou seja, este é limitado. Agora, veja que, para dois

conjuntos de nimeros a; > 0e b, >0V e=1,2,...n, devemos ter:

a< a; " <a*b
b—&a@(@.) b, s
. <na*b_a*nb Zi:ai<a*_ a; 4.60
sy phepne g <pem(f) 0o

< . 182

Note que a razdo entre os termos provenientes de (B"™1);, e de v?,[n] sempre tende a
o 132 .

zero. Portanto, como acabamos de demonstrar, o limite de (B" ™)., /v2,[n] também deve

tender a zero para n — 00, e entao a distribuicao limite é gaussiana, como poderiamos

esperar considerando as se¢Oes anteriores.

Portanto, concluimos que, sendo a matriz B diagonalizavel ou nao, a gaussianidade
de S; ) dependerd do maior médulo entre os autovalores que contribuem para a soma,
dada a dependéncia sobre os termos de P e P71, que podem anular o efeito do autovalor
associado. Considerando uma matriz com autovalores cujo autovalor de maior médulo

que contribui para a soma é A, e que o ruido nao apresenta distribuicdo normal, temos:

e Se 0 < |\ <1 a distribuigao limite de S;; ndo serd gaussiana, e ndo apresentara

difusao, tendo a variancia saturada;

e Se |A| > 1 a distribuigao limite de S;; nao serd gaussiana, e apresentard difusao

geometrica;

e Se |A| =1 a distribuicao limite de S; ; serd gaussiana, e apresentard difusdo normal,

ao menos para n > 1.

A partir disto, pode-se avaliar a distribuicao limite das componentes x;, somando S, V k.
Sabendo que a soma de varidveis gaussianas também deve ter varidveis gaussianas, se
as distribuigoes limites de S;; forem gaussianas para todos os pares (i,k) — o que é
mais provavel se todos os autovalores de B tiverem modulo unitario —, entdo todas as
componentes de x; terao distribuicao limite gaussiana, ou seja, o sistema como um todo

terd como distribuicao limite uma gaussiana multidimensional.
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5 Exemplos

5.1 A Equacao de Langevin

A equagao de Langevin é um modelo para o movimento de uma particula imersa
num fluido, considerando as colisoes com as moléculas do fluido, assim como o atrito

devido 4 viscosidade do fluido:

dez dt

d’z(t) bd$(t) ), (5.1)

m
sendo x a posi¢do da nossa particula, com b sendo o coeficiente de atrito e f(t) a forga
aleatoria causada pelas colisdoes com as moléculas do fluido, que consideramos que seja
uma variavel aleatéria centralizada, estacionaria e sem autocorrelagao temporal. Primei-

ramente, transformamos o sistema em um de primeira ordem:

dx(t)
— = Ax(0)+ (), (5.2)

(@)Y (=) B 0 4 (O 1
0= (1) = (58): 10 (i) 2= 0 ) 0

Note que A nao é inversivel, e portanto ndo podemos utilizar a férmula (12) para

discretizar o sistema. Portanto, precisamos discretizar o sistema de outra maneira. Note
que a evolucao da velocidade x5 nao depende da posi¢ao z, e podemos comecar discreti-
zando xg, tratando-o como um sistema unidimensional. Para cada intervalo no qual f(t)

é fixo em f[n + 1], temos:

1 _ e—b(t—tn)/m
b

xo(t, +1) = e blt=tn)/my, [n] + fln+1], t <tpi1 (5.4)

e utilizamos isto para determinar a discretizacao de xy:

- dt{ebw)/wnw e f[n+1]} (55)
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_ e—bAt/m _ obAt/m
xl[n—kl]—xl[n]:lb/mxg[n]—kll) lAt— ! o ]f[nﬂ]
:TZ{I’Q[TL]—$2[n—|—1]—l—itf[n—l—1]}. (5.6)

Isto nos permite escrever x1[n| muito facilmente em termos de xs[n]:

z1[n] = 2:1[0] + % {JUQ[O] — xa[n] + Al Xn:f[]]} : (5.7)

m j=

Desta maneira, nos basta analisar a evolucao de x5 para conhecermos também a evolugao

de ;.

Vamos avaliar x,. Sua equacao discretizada é dada por:

xo[n + 1] = Axg[n] 4+ nin + 1], (5.8)
A = e7bAt/m, (5.9)

1 — efbAt/m
al) = 2= g, (5.10)

Escrevendo o problema como uma soma de variaveis aleatérias:

valn] = Azy[0] + Saln], Saln] = ilA"—jnm - z Ayl (5.11)

Sendo a fungao caracteristica de f[n| dada por

oy (2) = ¥y (2) = exp [—;MZZ (1+ wn(z»} , (5.12)

1 — efbAt/m

M = (n[n)?) = (5) (fIn?), (5.13)

escrevemos a fungao caracteristica de Sa[n:

Youn(2) = exp {—;Mzznimj 1+ w, (472)] }
=0

= exp {—;M(”)ZQ [1 + Wsyin (Ajz)} } , (5.14)
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(n) n—1 0 AQn -1

M"Y =M AV =M—— 5.15
1 n—1 0i

Wsy[n] = W Z A ]wn <Aj ) (516)

20

Como A < 1, ja sabemos que a distribuigao limite nao sera gaussiana, mas deve se
aproximar desta a medida que bAt/m tende a zero. Além de determinar a ndo gaussiani-
dade da distribuicao limite, podemos calcular explicitamente a evolucao da variancia, de
modo a estimar a difusdo do sistema. J4 sabemos que esta sera dada por M e vamos

escreve-la por completo em termos dos parametros do sistema:

1 — e—bAt/m 2 1 — e—2nbAt/m
2\ _ (n) _
(Saln)*) = M) = ( : ) s (5.17)
Lembrando que nAt = t, isto é o tempo original, do sistema continuo, temos:
1 — e—bAt/m 2 1 — e—th/m 1 — €—2bt/m
2\ _ 2
<52(t) > N ( b ) 1 — e 20At/m At 2bm At <f > (5.18)

Para um tempo suficientemente longo, a variancia de xo tende a At (f2) /(2bm), se At < 1,
como ¢é de se esperar, conhecendo a solu¢do do movimento browniano sem discretizagao da
equacao (TOME; OLIVEIRA, 2015). Note que, se At — 0, a varidncia se anula, e temos
um sistema deterministico. Um artificio simples e comum para solucionar isso é embutir
At em f, fazendo f — f/ V/At, de modo a nio se anular a contribuicdo do ruido quando se
toma o limite At — 0. Fazendo isso, é importante notar que a difusdo da velocidade, que
apresenta saturacao na variancia, acontece independente do intervalo At escolhido, mesmo

que ele seja infinitesimal, ou seja, que consideremos a equacao diferencial estocastica.

Agora, podemos partir para a andlise de x;. Conhecendo z5[n|, podemos reescrever

e Equagao (5.7):

21[n] = 21[0] + % (1= emm®am) zof0] — Si[n]}, (5.19)
- o—bAt/m
z_: [ o—ibAt/m _ ﬁﬂ - (5.20)

A funcdo caracteristica de Sy[n] serd dada por

Vs,m)(2) = exp {—;m(")ZQ {1 + wsl[n](z)” , (5.21)
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n—1
m™ =m " A (5.22)
j=0
1 n—1 )
Wil = oy D Atwy (A12); (5.23)
j=0
m = <f[n]2> ; (5.24)
1— e—bAt/m ) At
Ay =—— ¢ Atm _ 5.25
L b ¢ m (5.25)
Veja:
—bAt/m\ 2 —bAt/m 2
A% - # o~ 2ibAt/m _ QHijbm/m 4 g ' (5.26)
b m b m

Note que o ultimo termo nao depende de j, e serd somado linearmente, enquanto os
outros se somarao em progressoes geométricas de razoes menores que 1 e, portanto, serao
limitados. Portanto, a distribuicao limite sera gaussiana. Agora, vamos avaliar a evolugao
da variancia que, conhecendo o movimento browniano, esperamos que, ao menos no limite

bAt/m — 0, convirja para um comportamento linear.

n—1 1 — e—bAt/m 2 1 — 6—2nbAt/m
2 _
Z A= ( b ) 1 — e—2bAt/m (5.27)
Jj=0
At1l— —bAt/m 1 — —nbAt/m At 2
D b ¢ =) o (5.28)
m b 1 — e—bat/m m

Com isto, agora conhecemos a variancia de Si[n], que podemos escrever em termos do

tempo t:

1 — e—bAt/m 2 1 — e—2bt/m
2
(S(t) >:{ ( : ) — (5.29)
At1—ebdtim | _=ttfm Ap ),
— e ot (£?) (5.30)
1— 672bt/m 1— efbt/m t )
v { 22—+ m?} At(f?) (5.31)

Vemos que, de fato, o comportamento da variancia tende a ser um comportamento linear
a longo prazo, para At < 1. Lembrando, novamente, que poderiamos ter embutido At em

f, de modo a manter a contribuicdo do ruido mesmo para At — 0. Note que, na variancia
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de x1[n] ainda deve haver o fator (m/b)?, enquanto z;[0] e x5[0] definem apenas o valor

central da distribuicdo, caso estes sejam fixos, e ndao contribuem para a variancia.

Podemos simular o sistema para confirmar as previsoes aqui apresentadas. Esco-
lhendo f como uma distribui¢do uniforme entre -1 e 1 e calculando 10000 realizagbes do
sistema, cada uma com 1000 passos, obtemos a Figura 2, se escolhemos b = 0.005, m = 1,
At = 1. Vemos que as distribui¢oes de x; e x5 sdo gaussianas neste caso. Isto é esperado

para 1, e acontece também para x5 devido & escala de bAt/m, como ja podiamos esperar.
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Figura 2 — Simulacao da equacao de Langevin para b = 0.005, m = At = 1, considerando
10000 trajetérias de 1000 passos.

Nos graficos de cima, apresentamos em azul a distribuicao da posi¢ao e da veloci-
dade no tltimo passo do sistema, considerando todas as 10000 realizagdes. Em vermelho,
apresentamos a curva gaussiana que seria esperada para a distribuicdo, caso ela fosse
gaussiana de fato, considerando a variancia da distribuicao obtida. Nos graficos de baixo,
temos a evolucao das variancias com o passar do tempo. Em azul, temos os resultados
obtidos das simulagoes, enquanto em vermelho apresentamos os resultados esperados de
acordo com os calculos feitos acima, além da curva em preto, que retrata o comportamento

esperado a longo prazo para a variancia.
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Na Figura 3, apresentamos os resultados para b = 2, mantendo m, At e a distri-
buicao da forga f. Note que, neste caso, as varidncias convergem muito mais rapido para

seus valores esperados a longo prazo, se comparado a Figura 2.

O resultado mais importante na Figura 3 é que a distribuicao limite da velocidade
nao é gaussiana se bAt/m nao tende a zero. Porém, calcular diretamente a expressao para

essa distribuicdo nao é uma tarefa simples, como discutimos na secao 1.4.
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Figura 3 — Simulacao da equagdo de Langevin para b = 2, m = At = 1, considerando
10000 trajetérias de 1000 passos.

5.2 O Oscilador Harmoénico num Fluido

Agora, vamos avaliar um caso semelhante ao da se¢do anterior, de uma particula
num fluido, mas agora sob um potencial harmonico. Neste caso, a equagao do sistema é

dada por:

d2x(t)
dt?

= k() — bW ), (5.32)

m at



5.2. O Oscilador Harmoénico num Fluido 79

sendo k o coeficiente elastico. Passando para um sistema de EDOs de primeira ordem,

temos:

W ax(t) + £(0), (5.33)

(@)Y (x@)) 0 o 0 1
X0= (l’z@)) ) (dﬁi”)’ 0 (f(t)/m)’ A= (—k/m —b/m)' (534

Agora, precisamos discretizar o sistema:

x[n + 1] = Bx[n| + nln + 1], (5.35)
B=ec" p=A"1 (eAAt — 1) f. (5.36)

Note que a inversa de A é dada por:

q_m —b/m -1\ [(=b/k —m/k
A _k‘(k/m o)_< 1 0 ) (5.57)

Para calcular a exponencial de A, precisamos antes diagonaliza-la. Seu polinémio carac-

teristico é dado por:

det (A— A1) =\ </\ + i) + 7]:; (5.38)

Como estamos considerando um oscilador harmonico amortecido, temos trés com-

portamentos possiveis, baseado nas relagao entre b, k e m:
e Subcritico (b* < 4km): O sistema apresenta oscilagoes com amplitude decaindo
exponencialmente;
e Supercritico (b > 4km): O sisteme decai exponencialmente, sem oscilar;
e Critico (b* = 4km): O sistema decai, agora mais rapidamente do que no caso super-

critico.

Note que, dependendo do ruido 7 obtido, os ruidos nas duas componentes serao corre-

lacionados entre si. Porém, isto nao impede o calculo de cada componente ;5. Vamos
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considerar cada caso separadamente, comecando pelo caso supercritico. Neste caso, os

autovalores de A serao dados por:

b | b? k

ambos negativos. Podemos escrever B = PDgP ™!, Dg = diag (\_, \;). Calculando os

autovetores de B, determinamos a matriz P:

b=V —dkm b+ VB2 —dkm
1 1

e, consequentemente, sua inversa:

k 1 b
—— o
VR —dkm 2 2B — dkm
Calculando a exponencial de AAt:
At(\/b274km+b)
P Tra—
S —am 042
(P (T .
3 mile m -1
X )
k( y— 1) b(leAt\/bfn4km>+\/m(eAt\/bfn4km +1>

podemos também calcular 7:

At(\/ b274km+b) Atm Atm At(\/ b274km+b)
me” 2m b <e e 1> +vb2—4km| e 2 2m +1

n= i B 2k\/b2—4km
m 7At(\/b274km+b) < PN 1)
2m —

me e m

Vb2 —4km
(5.43)

Percebe-se que as duas componentes estao diretamente correlacionadas, mas ainda po-

demos calcular as fungoes caracteristicas das somas S; ;. Porém, como as componentes
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de 7 sao correlacionadas, é dificil avaliar o comportamento de x a partir das somas S; .

Uma possibilidade é passar para a base do vetor principal do ruido, que serd nulo em

uma das componentes. Porém, isso envolve multiplicar mais e mais matrizes tornando as

expressoes desnecessariamente grandes. Uma alternativa valida é avaliar diretamente a

soma para cada componente do sistema, na base original.

Sabemos que podemos escrever:

x[n] +ZB"J ] = B"x[0] + S[n] ZB’

de modo que, para cada componente de S[n], temos:

|
—
—

n n—

Silnl =3 (Blil), = > 3 (B7),, mli]

0 =0 k=1

.
Il
.

Se escrevemos a Equacao (5.43):

podemos reescrever:

=5 o (0 0039, 1= S

de modo que sua func¢ao caracteristica é dada por:

Vs, n] ZGXP{ 222::[ (1 + we (ci,52 ))}}

Note que podemos escrever:

2 2
) = <a1 > PP e A 4 ay Z PimPo,
m=1

m=1

€ = <“1 (&), (®),

) )

m=1

) 2
(Z Pim (alp;jl + aQP;:Q) ej’\’"m> :

(5.44)
(5.45)
(5.46)
(5.47)

(5.48)

2
])\mAt)

(5.49)
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n—1 n—1
Z sz,j = Z (Pi,l (alpl_i + GQPI_,;))2 e2j>\1At + (Pi,2 (a1P2_& 4 a2P2_é))2 62j)\2At+
=0 =0
-+ 2Pi71 Pi’g (a1 Pl_& + agpi;) (alP;j + a2P2—é> e]'(AH—)\z)At (550)
n—1 21 — eQnAlAt 21 — €2n)\2At

Z:O C?’j = (P@l (alpl_j + CLQPi%)) m + (Pi,2 (CLlPQ_& + QQPE,;)) m‘f‘
j=

1 _ en()\l —l—/\z)At

+PitPi2 (a1Py] + a2Pi}) (P + a2Py3) s (5.51)
<Pi’1 (alpf& + agpié)f (P@g (alpgj -+ agpié))Q
noad 1 — c2uAt + 1 — o2t
2Pi,1pi,2 (alpfj + G2P1_é> (alpz_,% + G2P2_,%) . (5.52)

1 — e(Ai+A2)At
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Figura 4 — Oscilador Harmonico num fluido. b = 5, k = m = 1: Regime supercritico.
At = 10.
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Com isto, calculamos a evolugao da variancia para as duas componentes do sistema. Vale
notar que esta expressao sera a mesma também para os casos critico e subcritico, se b > 0,
é claro, mantendo o amortecimento do sistema. Nao ha possibilidade de os autovalores
se anularem para gerar um termo com crescimento linear no somatorio. Portanto, como
todos os termos apresentam crescimento limitado, as duas componentes devem apresentar

variancias limitadas, podendo também apresentar distribui¢coes nao gaussianas.

Vale notar que, se ao menos um dos expoentes envolvendo os autovalores se apro-
xima de zero, o termo envolvendo este expoente cresce rapidamente, tornando as contri-
buigoes das fungdes w despreziveis, e, consequentemente, tornando as distribuicdes gaus-
sianas. Nas Figuras 4 e 5, temos alguns exemplos de possiveis comportamentos para o
sistema, lembrando que x; e x5 representam, respectivamente, a posicao e a velocidade da
particula em questao. Novamente, f tem distribui¢ao uniforme entre -1 e 1, e as simulagoes

foram realizadas com 10000 trajetorias de 1000 passos.
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Figura 5 — Oscilador Harmonico num fluido. b = k = m = 1: Regime subcritico. At =
0.01.

Note que, escolhendo um menor valor para At na Figura 5, conseguimos observar

melhor o comportamento transiente na variancia, que é especialmente interessante para a
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velocidade, que apresenta um breve plato, antes de retomar a subida até seu valor limite.

Vale ainda notar que, se tomamos o limite b — 0, temos um oscilador sem amortecimento,

para o qual temos apenas um comportamento possivel, analogo ao subcritico, agora com

uma frequéncia de oscilagdo w = (/k/m. Neste caso, os autovalores de A serdo Ay =

+iw, de modo que os autovalores de B terao moédulo unitario, e o terceiro termo da

Equacao (5.50) terd o produto dos autovalores anulando suas oscilagoes, e gerando um

termo que terd crescimento linear com o somatoério. Portanto as distribui¢des limites serao

gaussianas, com variancias crescentes com o passar do tempo, como vemos na Figura 6.

Note o carater oscilatério das variancias.
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Figura 6 — Oscilador Harmoénico com forga aleatéria, sem amortecimento. k = m = 1,

At =0.01




85

Conclusao

Este trabalho nos mostra que, ao considerarmos equagoes diferenciais lineares esto-
casticas com ruido constante por intervalos finitos, permitimos uma maior diversidade de
comportamentos para o sistema, exemplificada pela nao adequacgao ao teorema do limite

central, apresentando distribuigoes limites nao gaussianas.

Mostramos que é possivel determinar, no caso em que as componentes do vetor
aleatorio principal sao independentes entre si, as condigoes necessarias para a a gaussi-
anizacao da distribuicao limite de cada componente do mapa vetorial e, a partir disto,
sabemos quando o sistema como um todo serd, no limite, determinado por uma distri-
bui¢do normal multivariada. Utilizamos esta analise como base para estudar a equagao
de Langevin com forca aleatoria constante por intervalos finitos, e observamos alguns re-
sultados bastante semelhantes aqueles da equagao diferencial estocastica padrao. Para a
posicao, observamos distribuicao limite gaussiana, e difusdo normal; para a velocidade,
obtemos saturacao na variancia. Porém, mostramos que a distribuicao limite para a velo-

cidade nao é necessariamente gaussiana.

Este trabalho pode servir de motivacao para, no caso de se utilizar um modelo
linear com ruido aditivo, optar por um modelo de tempo discreto (caso isto faca sentido
fisico), no qual a distribuigdo do ruido original afeta a distribuigao limite, caso nao seja

gaussiana.

Vale notar que, apesar de o desenvolvimento apresentado no Capitulo 4 se apre-
sentar util para a andlise de sistemas de tempo discreto, pode nao ser o melhor caminho
para considerar sistemas de tempo continuo através de sua discretizagao, uma vez que,
como vimos no Capitulo 5, a mera discretizacao do sistema pode ser suficiente para tornar
as componentes do ruido correlacionadas entre si, complicando a anélise. Eventualmente,
pode ser que as componentes do ruido se tornem independentes na base do vetor alea-
torio principal, mas isso deve envolver uma grande complicacdo dos calculos, dadas as
novas multiplicagoes de matrizes aumentando o tamanho das expressoes. Tendo isso em
mente, pode ser interessante o desenvolvimento de um pacote para sistemas de algebra

computacional que realize todos os calculos a partir do sistema continuo original.

E importante notar que, apesar de ser possivel determinar se a distribuicao limite
sera gaussiana ou nao, em caso negativo, determinar qual sera a distribuicao limite de
fato pode nao ser uma tarefa simples. De fato, seria interessante continuar este estudo na
direcdo de avaliar a precisao necessaria na funcao w do ruido original para determinacao
da funcao ) da funcdo caracteristica limite com precisao suficiente para realizacao de

previsoes consistentes sobre a distribui¢ao limite do sistema.
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Ainda sobre possiveis estudos para dar continuidade a este trabalho, vale notar que
a equagao com que trabalhamos é um modelo de auto-regressao de ordem 1, ou seja, que
estado em um instante depende apenas do instante anterior. Seria interessante considerar
modelos auto-regressivos de maior ordem e determinar se, a medida que aumentamos a or-
dem do modelo auto-regressivo, as condig¢oes para que a distribuicao limite seja gaussiana

se tornam mais restritas ou mais abrangentes.
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APENDICE A — Teoremas e Demonstracdes

Teorema A.1 (1.1). Considere um conjunto de varidveis aleatdrias x;, i € 1,2,...,n,

sendo m; o desvio padrdo de x; e M, o desvio padrdio da soma X, = x1 + X9+ -+ x,.
Se:

1.3 lim (m;/M,) ¥ i;
2. 3L, lwi(2)| <L, Vi, V2, —2<2 <z

3. Vi, wi(z) € continua em z = 0;

entao:

n—oo

2
3 lim U (2) = ¥ (2) = exp l—ZQ(l + Q(z))] ,
onde W) (z) é a fungio caracteristica da varidvel reduzida da soma X{").

Demonstragio: Lembremos da Equagoes (1.65):

e (1.18):

onde €,(z) é
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Considerando a hipétese 1 do Teorema, podemos tomar o limite n — oo de €2,,(2):

(A.3)

A hipétese 2 do Teorema é responsavel por garantir a convergéncia do limite de

Q,,. Note que:

o0 [o.@] 1 n
;A§|m(Aiz)| <L, ; A= L1 ;m? =L, (A.4)

Portanto, pelo teste M de Weierstrass, podemos concluir que €)(z) converge, dadas as

hipéteses do Teorema.

A hipétese 8 do Teorema nos garante que €2(z) é continua em z = 0, dada sua
definicao (1.68). Entao, utilizando o Teorema da Continuidade de Levi (apresentado e
demonstrado na secio 14.7 de (FRISTEDT; GRAY, 1997)), concluimos que W) (z) é

uma funcao caracteristica bem definida.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Métodos Matemáticos
	Variáveis Aleatórias
	A Função Característica de uma Variável Aleatória e sua Forma Canônica para Variância Finita

	Vetores Aleatórios
	A Forma Canônica da Função Característica de um Vetor Aleatório com Componentes de Variância Finita
	O Vetor Principal de um Vetor Aleatório
	Vetor Principal de Componentes Independentes

	A Função Característica de Paul Lévy Para Somas de Variáveis Aleatórias
	Generalizando o Teorema do Limite Central de Paul Lévy

	Expansão em Série de Potências da Função Característica
	Variáveis Reduzidas Identicamente Distribuídas

	Potências de Matrizes
	A Forma Canônica de Jordan Para Matrizes Não Diagonalizáveis


	O Caso Unidimensional
	Ruído Estacionário

	Soluções Gerais para a Função Característica do Mapa
	Solução na Base do Vetor Principal para o Ruído
	Solução na Base que Diagonaliza o Mapa
	Solução para o Mapa Não Diagonalizável: Forma Canônica de Jordan

	Gaussianização com ruído independente
	Matriz diagonalizável com autovalores reais
	Matriz diagonalizável com autovalores complexos
	Matriz não Diagonalizável: Forma Canônica de Jordan

	Exemplos
	A Equação de Langevin
	O Oscilador Harmônico num Fluido

	Conclusão
	Referências
	Apêndices
	Teoremas e Demonstrações


